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CTL Model Checking

Model Checking Problem: Gegeben eine Kripke-
Struktur M und eine CTL-Formel f. Bestimme alle

Zustdnde s€S, in denen f gilt, d.h.
{S SV | M,s = f}

Algorithmus:

Berechne “Labels”
L*(s) = { g | g Subformel von f mit M\;s = g }

fir alle Zustdnde s, die angeben, welche Subformeln
von f (einschlieB3lich f selbst) in einem Zustand gelten.

Damit gilt: M, s = f gdw. f € L*(s)
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CTL Model Checking

Berechnung der Labels L*(s):
Beginne mit atomaren Formeln p: p €L*(s) gdw. p €L(s)
Fahre mit zunehmend gréBeren Subformeln g von f fort

Annahme: Subformeln enthalten nur die Operatoren 7,
V, EX, EG und EU (alle anderen lassen sich eliminieren)
Firg="h: g € L*(s) gdw. h & L*s)
Fir g =h,vVh,: g € L*(s) gdw. h; € L*(s) oder h, € L*s)
Firg = EXh: g € L*(s) gdw. h € L*(t) fir einen
Nachfolger t von s (d.h. (s,t) E€T)

Die Falle g = EG h und g = EU h sind komplizierter, siehe
ndchste Folien
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CTL MC: Operator EU (I)

Annahme: Bereits berechnet, in welchen Zustdnden
die Subformeln h,und h, gelten.

Frage: In welchen Zustdanden gilt E[h, U h,] ¢

Auf jeden Fall in allen Zustdnden, in denen h, gilt.
Diese konnen direkt markiert werden.

AuBBerdem in allen Zustdnden, die zu einem
Zustand aus 1. fuhren, und auf dem Pfad dorthin
immer h, gilt.

Idee: Gehe in Transitionsrelation, ausgehend von den
Zustdnden aus 1. rickwarts
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CTL MC: Operator EU ()

checkEU(hl, h2)

{
N := { s | h2 € L*(s) }
for all s€EN:
L*(s) := L*(s) U { E(hl U h2) }
while(N # @) {
choose s € N, remove s from N
for all t with T(t,s): // predecessors
if(E(hl U h2) ¢ L*(t) and hl € L*(t)) {
L*(t) := L*(t) U { E(hl U h2) }
add t to N
}
}
}
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CTL MC: Operator EG (I)

Zustdnde, in denen h gilt, bereits berechnet. In welchen
Zustdnden gilt EG h 2

Idee:
Schrdnke Kripke-Modell M ein auf Zusténde, in denen h gilt:
M = (8" T ,L')mit S "={se S| M,sE=h}, T =T|sxs, L' = Ll|g

Berechne nicht-triviale starke Zusammenhangskomponenten
in M’ (nicht-trivial: entweder mehr als ein Knoten oder
Knoten mit “self-loop”)

Markiere alle Zustande in M’, die zu einer nicht-trivialen
starken Zusammenhangskomponente fihren
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CTL MC: Operator EG (ll)

checkEG(h)

{
S’ := {s | h € L*(s) }

CS:= { C | C is nontrivial SCC of S’ }
N := union of all nodes in an SCC of CS
for all s€EN:
L*(s) := L*(s) U { EG h }
while(N # @) {
choose s € N, remove s from N
for all t with t€S’ and T(t,s):
if(EG h ¢ L*(t)) {
L*(t) := L*(t) U { EG h }
add t to N
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CTL MC: Komplexitdat

Wie aufwendig ist die Berechnung von

{seS| M,skEf}@e
Bearbeitung jeder Subformel: maximal O(|S|+|T|)
Maximal |f| Subformeln zu bearbeiten
Insgesamt: O(|f|(|S|+]|T]))

Satz: Das CTL Model-Checking-Problem l@sst sich in
polynomieller Zeit |6sen, genaver in

O(lf[+(ISI+ITI)).

Anmerkung: Kripke-Struktur kann aber bereits sehr
grol3 sein (z.B. exponentiell in der GréBe einer

logischen Beschreibung in einer Hardware-
Entwurfssprache)
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CTL MC: Beispiel “Mikrowellenherd”

Zustand
Mikrowellenherd:

%)
open s: started
start oven” (lose | | open door c: door closed
door |, | door ﬂ@
e: error
c,h

h: heating on

S,e C :
’ done .
Zu prifende Eigenschaft:
close | |open start begin AG(s = AF h)
door | |door reset oven cooking
warmup
5,C,€ s, > sch
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CTL MC: Beispiel (ll)

AG(s = AF h) ist aquivalent zu

(%)
(1) -EF(s A EG -h) und o N
(2) -E[true U (s A EG h)] i Ay,
Wir prifen nun (2), beginnend |3 - - -
mit zunehmend wachsenden dwﬂd °°°°°°° : l;qern chfk.“ng
SUbformeIn: 5,c,€ sc MR g

S(s)={2,5,6,7}
S(-h)=1{1,2,3,5,6)
S(EG —h) = 2
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CTL MC: Beispiel (lll)

S(EG h) = ¢
Berechne M\’ = M|,

Berechne nicht-triviale SCCs
von M’

Markiere Zustdnde, die zu
einem SCC fihren

m S(EG —h)={1,2,3,5}

M

: %)
open
door door ‘/@

c €— ¢h

s,e
’ done
close Topen start begin
doo do reset oven cooking
s,c,e € wa rmup S,C,h

M’:
start

(%)
oven I
close i’r open
door

door

s,e c
close open start
dooRly | doof” reset oven

s,C

s,c,e
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CTL MC: Beispiel (IV)

S(E[true U (s A EG -h)]) = 2

Markiere alle Zustdnde, in
denen s A EG -h gilt

(S(EG 7h) ={1,2,3,5}) oo or
Markiere Zustdnde, die einen sc,e SC e SCh
Zustand aus 1. erreichen (und 2

auf dem Pfad dorthin gilt Swﬂ%j“gﬁ: door
immer true) e h. @&

= SErve U(s AEG-h)) =l [ e

{1,2,3,4,5 6,7}
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CTL MC: Beispiel (V)

S(E[true U (s A EG -h)]) ={ 1,2, 3,4,5,6,7 }, also
S(TE[true U (s A EG -h)]) = 9

Die Eigenschaft AG(s = AF h) gilt also in keinem
Zustand von M.
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LTL Model Checking

Gegeben: Kripke-Struktur M=(S§,T,L), LTL-Pfadformel g
Fragestellung: Fir welche Zustdnde s gilt M, s = A g ¢

Vorbemerkung:

Wir betrachten Pfadformeln Gber den LTL-Operatoren X, U
und den Booleschen Konnektiven 7, V.

F, G, und R kdnnen ersetzt werden:
Ff=trueU f
Gf=-F~f
fiR fo = =[=f1 U~f2]
M, s = A g gilt genau dann, wenn
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LTL Model Checking

Nach Lichtenstein, Pnueli (1985/2000)

Hilfskonstruktion: Abschluss CL(f) einer LTL-Pfadformel
f € CL(f)
—f, € CL(f) gdw. f, € CL(f)
Falls f, vf, € CL(f), dann auch f, und f,
Falls Xf, € CL(f) , dann auch f,
Falls 7Xf, € CL(f) , dann auch X—f,
Falls f, U f,€ CL(f) , dann auch f,, f, und X[f, U f,]

CL(f) enthalt alle Subformeln s von f sowie deren Negate s,
auBBerdem Xs fir alle U-Subformeln s.

Idee: CL(f) enthdlt Formeln, die den Wahrheitswert von f
beeinflussen konnen.
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LTL Model Checking: Atome

Definition: Sei M=(S,T,L) eine Kripke-Struktur Uber der
Menge von Aussagenvariablen P. Ein Atom fir M und eine
LTL-Pfadformel f ist ein Paar A = (s4, K4) mit s, €S und
Ko CCL(f)uP, wobei

e Fiir jede Aussagenvariable p € P: p € K4 gdw. p € L(sa).

o Fiiralle g e CL(f): g€ Ka gdw. g ¢ K 4.

o Fiiralle fiV fo e CL(f): 1V fo € K4 gdw. f1 € K4 oder fo € K4.
e Fiir alle - Xge CL(f): " Xge€ Ka gdw. X—g € Ka.

o Fiir alle f1 U fo € CL(f):
fiU foe Ky gdw. fo € Ky oder f1,X[f1U f2] € Ka.
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LTL Model Checking: Atome

In einem Atom A = (s4, K4) ist K, eine maximal konsistente
Formelmenge aus CL(f)U P, die mit dem Label von s,
Ubereinstimmt (Hintikka-Menge [Jaakko Hintikka, *1929]).

Beispiel: f =[a U (X b)]
CL(f) = { f, =f, a, Xb, X[a U (X b)], 7qa, b, 71b, X7b,
X7[a U (X b)],
—Xb, 7X7b, 7 X[a U (X b)], 7X[a U (X b)] }
Annahme: L(s,)= { a, b }. Moglichkeiten fir K ,:
{ a, b, Xb, "X, [a U (X b)], X[a U (X b)], " X~[a U (X b)] }
{ a, b, "Xb, X—b, [a U (X b)], X[a U (X b)], "X—[a U (X b)] }

Anmerkung: Die Menge der Atome fir eine Formel f und
einen Zustand s kann exponentiell in | f| sein!
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LTL MC: Atom-Graph, E-Sequenz

Konstruiere zu gegebener Pfadformel f und Kripke-
Struktur M=(S,T,L) einen Graph G:
Knoten: Atome A = (s4, K4)
Kanten: (A,B) ist Kante in G gdw.:
(sp,55) €T und
fir jede Formel Xg €CL(f): Xg EK, gdw. g€EK,
Definition: Eine Eventualitaten-Sequenz (E-Sequenz)
ist ein unendlicher Pfad 1T in G, so dass fir jedes

f, Uf, €K, (fir ein Atom A auf 1) ein Atom b
existiert mit f, €K, das von A aus erreichbar ist.
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LTL Model Checking

Satz: )M, s = E f gilt genau dann, wenn es eine
E-Sequenz gibt, die mit einem Atom (s,K) mit fEK
startet.

Definition: Eine nichttriviale SCC C eines Graphen G
heil3t selbsterfillend, wenn es fir jedes Atom A in C und
fur jedes f; U f, €K, ein Atom B in C gibt mit f, EK,.
Lemma: Eine E-Sequenz ausgehend von A=(s,K)

existiert genau dann, wenn es einen Pfad in G
ausgehend von A gibt, der zu einer selbsterfillenden

SCC fihrt.
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LTL Model Checking: Algorithmus

Satz: )7 s — E f gilt genau dann, wenn es ein Atom
A=(s,K) in G gibt, so dass
feK und

es existiert ein Pfad in G ausgehend von A, der zu
einer selbsterfillenden SCC fihrt.

LTL Model Checking Algorithmus:
Berechne Atom-Graph G und SCCs in diesem Graph
Prife fir jedes Atom A=(s,K,) in G mit f EK,: Gibt es
einen Pfad in G (von A ausgehend), der zu einer
selbsterfillenden SCC fihrt.
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LTL Model Checking: Komplexitat

Satz: Der Algorithmus fir LTL Model Checking
besitzt die Komplexitat O((|S|+|T])-2!f)

Satz: Das LTL Model Checking Problem ist PSPACE-
vollstdndig
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