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Organisatorisches: Ubungen T

- Ubungen finden 14-tigig am Dienstag statt, erster Termin: 13.11.2018
* 11:30-13:00 Uhr, Seminarraum 236

- Ubungen bestehen aus theoretischen und praktischen Aufgaben (praktisch:
Programmieren)

- Lésungen miissen nicht abgegeben werden, aber in der Ubung besprochen

- Insgesamt wird es mindestens 120 Punkte fiir Ubungsaufgaben geben, plus
zusatzliche Bonuspunkte

- Mindestens 60 Punkte sind zum Bestehen der Ubungen erforderlich und
Voraussetzung, um die mundliche Prufung anzutreten

- Durch Ubungspunkte kann die Note verbessert werden:
« >80 Punkte: +0,3
« >95 Punkte: +0,7
« >110 Punkte: +1,0
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Theorie der linearen ganzzahligen Arithmetik  SIT

- LIA: Linear Integer Arithmetic

- Signatur:
> ={=>2+-..-2,-1,0,1,2, ...}
- Beispiele:
1. 8x+6y=<0
2. 4y=>1
3. 3x+3y=2

* Beobachtungen:

1. kann vereinfacht werden: 4x + 3y <0

2. kann verscharft werden:y > [1/4 ] =1

3. Keine ganzzahlige Losung

07.11.2018 C. Sinz (ITI/KIT): Entscheidungsverfahren in der Softwareverifikation 3



Syntax IT

- Boolesche Kombination von linearen Gleichungen und Ungleichungen

* Darstellung:
- Lineare Gleichungen: E = {Z ;i T; Cj}
1=1

1<j<m

 Lineare Ungleichungen: | = {ij,ixi < dj}
=1

1<j<m/

- Entwicklung eines Entscheidungsverfahrens in mehreren Schritten:
1. Konjunktion von Gleichungen
2. Konjunktion von Gleichungen und Ungleichungen

3. Beliebige Boolsche Kombinationen von Gleichungen und Ungleichungen
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Lineare Gleichungen T

- Eingabe: Menge von Gleichungen der Form a1x1 + -+ + apTyp = C

- Ausgabe: Gleichungssystem in geléster Form (x; = ..., ,,Dreiecksform®) oder
Ausgabe ,unerfullbar

- Vorverarbeitung (fiir alle Gleichungen):
- Erfillbarkeitstest: Falls ggT({a:}1<i<n) £ ¢, gib aus ,,unerfillbar”

- Normalisieren: Teile alle a; und ¢ durch ggT({ai}1<i<n)

- Beispiele:
12x + 153y =7

ErfUllbarkeitstest: ggT({ai}) =3, 3 1 7, also Gleichung nicht erflllbar

24x + 12y + 10z =4
Erfillbarkeitstest: ggT({a}) =2, 2|4, also Gleichung erfillbar

Normalisieren: 12X + By + 52 = 2
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Lineare Gleichungen (I) AT

* Weiteres Vorgehen:
Eliminiere Gleichungen schrittweise durch Auflésen nach x;

- Falls es eine Gleichung gibt mit |ax| = 1, I6se diese Gleichung nach xx auf und
ersetze xx in allen anderen Gleichungen

- Falls es kein solches ax gibt, wahle eine Gleichung E und ein ax mit kleinstem

Betrag und mache ax bei Bedarf positiv (durch Multiplikation der Gleichung
mit -1)

* Definiere:

camod’ b:=a-b la/b +1/2]

- Setzem :=ax + 1
« Damit gilt: ax mod’ m = -1
- Erzeuge neue Variable o und fige neue Gleichung hinzu:

mo = Z(ai mod’ m) - z; — (¢ mod’ m)

1
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Lineare Gleichungen (Ill) AT

- Lose die Gleichung mo = » (a; mod’ m) - z; — (¢ mod’ m) nach xx auf
(beachte: ak mod’ m =-1): ¢
mo = —xy + Z(ai mod’ m) - z; — (¢ mod’ m)
ik
Tp = —mo + Z(ai mod’ m) - z; — (¢ mod’ m)
ik
 Ersetze nun dieses xx in allen Gleichungen
 Aus der ursprunglichen Gleichung E: a1x1 + -+ anxy = ¢
(ang. ax > 0) wird damit:

arTr + E a;x; = C

ik
—apmo + ay Z(ai mod’ m) - x; — ar(c mod’ m) + Z a;T; = C
i#k ik
—apmo + Z(ai + ap(a; mod’ m)) - x; = ¢+ ar(c mod’ m)
ik
1 / 1 /
—apo + Z(Lai/m + §J + (a; mod” m)) - x; = |¢/m + §J + (¢ mod" m)

i£k

07.11.2018 C. Sinz (ITI/KIT): Entscheidungsverfahren in der Softwareverifikation 7



Lineare Gleichungen (IV)

Karlsruhe Institute of Technology

- Was haben wir gewonnen?
* Xk eliminiert, aber neue Variable o
- Koeffizienten in neuer Gleichung E’ kleiner

- Beispiel: /X +12y + 31z =17
3X+0y+14z=7
* Eliminierung:

1. xinGleichung1: x=-8a-4y-z-1 (neue Variable q)
neue Gleichungen: {-7a -2y + 3z =3, -24a-7y+11z=10}

2. yinneuer Gleichung1: y=a+ 3B (neue Variable 3)
neue Gleichungen: {-3a-2B+z=1,-31a-213 + 11z=10}

3. zinneuer Gleichung1: z=3a+ 2B+ 1 (keine neue Variable)
neue Gleichungen: {2a + B =-1}

4. Direktes Losen der letzten Gleichung: {f=-2a-1}
- Ricksubstitution liefert Lésung: (a bel. gewahlt, z.B. a = 0):
*B=-1,z=-1,y=-3, x=12y
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Gleichungen und Ungleichungen KIT

- Erster Schritt: Eliminiere Gleichungen (ersetze dabei Variablen auch in
Ungleichungen)

=» Reines System von Ungleichungen

- Verwende Omega-Test (Variante von Fourier-Motzkin-Elimination fUr ganze
Zahlen)

* Fourier-Motzkin:
« entdeckt 1826 durch Fourier, wiederentdeckt 1936 durch Motzkin
» |6st Ungleichungen Uber rationalen Zahlen

- Grundlegende ldee: selektiere Variable und eliminiere diese; wiederhole
dies, bis nur noch eine Variable verbleibt
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Fourier-Motzkin AIT

« Basis-ldee:
« Wahle zu eliminierende Variable aus: xx

« Schreibe Ungleichungen so um, dass sie obere und untere Schranken flr
Xk ausdrucken:

mn mn
Z a;r; < ¢ -> arTr < c— Z a;T;
i=1 ik
« Falls ax > 0: obere Schranke, ansonsten untere Schranke

* Eliminiere xx

- Beispiele: Angenommen, wir wollen x eliminieren. Handelt es sich um obere
oder untere Schranken?

x-y<0
x-z<0
-X+y+2z<0
-z < -1
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Fourier-Motzkin AIT

« Elimination von Xx:

- Wéhle samtliche Gleichungen aus, die obere/untere Schranken flr xx
liefern:

n n
ﬁl = C— Zaimi < Arp I aﬁﬂxk < C’ — ZCL;CIZZ = Bu
1#k 1#k
(fir ak > 0)

 FUr jedes Paar von oberer/unterer Schranke haben wir:

ﬁéxkéﬁ—f

* Dieses Ungleichungspaar besitzt genau dann eine rationale Losung, falls

* Fuge all diese Ungleichung hinzu
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Fourier-Motzkin

. Beispiel

Karlsruhe Institute of Technology

- Gegeben:

* Eliminiere Xx:

« Aus Paar (1)-(8): y+2z<x<y = vy+2z<y = 2z<0 (5
« Aus Paar (2)-(8): y+2z<x<z = y+2z<z = y+z<0 (6)

obere Schranke fur x
obere Schranke fiur x
untere Schranke fiur x

* (1), (2), () kdbnnen nun gestrichen werden

* Eliminiere z:

* (4) untere Schranke, (5), (6) obere Schranken
* Aus Paar (4)-(5): 1<z<0 = 1<0

« Widerspruch!
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\Von Fourier-Motzkin zum Omega-Test T

 Fourier-Motzkin: rationale Losungen
- Omega-Test: ganzzahlige Lésungen
- |dee des Omega-Tests:

- Berechne zuerst Losungen fur die ,rationale / reelle Relaxation® des
ganzzahligen Problems (,,real shadow®):

B < apxy aprr < By = fay < arapzy < Buar P fial, < Buak

- Wenn Ba;, < Buar keine Lésung besitzt, wissen wir, dass das Problem
unerfillbar ist

« Wenn fia;, < Buar eine ganzzahlige Lésung besitzt, so kann es trotzdem
sein, dass das Ursprungsproblem keine Lésung hat. (Warum?)
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Omega-Test: Dark Shadow T

- Es kann sein, dass es eine ganzzahlige L6sung fur Sia;, < Buar gibt, nicht aber
fur Biay, < araper < Buar .

- Kein Vielfaches von axa’« ist zwischen Biax und Bua.

 Prlfe nun die folgende Ungleichung (,dark shadow®):

Buar — Biay, > (ar — 1)(aj, — 1)
- Falls diese eine Losung besitzt, so wissen wir, dass auch das
Ursprungsproblem eine Losung hat

- Falls nicht, muss eine exakte Elimination durchgefiihrt werden
- Wahle den groBten Koeffizienten a’ flr xk in einer oberen Schranke

 Prife fir alle O < i < (aka’k- ak- a’k)/a’x, ob eine Losung existiert mit der
zusatzlichen Bedingung axxk = B + I.
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Ubersicht Omega-Test IT

l

Priufe Real keine LOsung?
Shadow

J

\4

Priife Dark ) ganzzahlige Lc'jsung?‘
Shadow J ]

SAT

\4

Exakte ) ganzzahlige Losung?
Elimination | ]

SAT

keine ganzzahlige Losung?
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Omega-Test: Beispiel KIT

- Betrachte das folgende System P von Ungleichungen in LIA:

3 < 1Ix+13y < 21
-8< 7x - 9y <6

- Keine Gleichungen, daher Start der Fourier-Motzkin-Elimination.

 Wir wollen zuerst x eliminieren:

3-13y 11x < 21-13y @
-8 + 9y /X <6+ 9y @

- ,Real shadow": Sia) < Buar fir Ungleichungspaar Bia), < axaixy < Buak
« Paar 1 (®-®): B/ =3-13y, Bu=21-13y, ak=a’x=11:
> (3-13y)-11 < (21-13y)-11
> 33<231 v
« Paar 2: (©-@): B = 3-13y, Bu=6+9y, ax=11,a%="7:

- (3-13y)-7 < (6+9y)-11
= 21-91y < 66+99y = 0 < 45+190y

<
<
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Omega-Test: Beispiel KIT

- ,Real shadow": Bia}, < Buax fir Ungleichungspaar Bia), < agapxr < Buak
* Paar3: 98=0 v
- Paar 4: 235 = 190y
 Insgesamt: Neues System nach Eliminierung von x:
-45 < 190y < 235
- Besitzt dieses ganzzahlige Lésungen: ja! (y = 0 odery = 1)
-> Prifung des real shadow liefert also kein verwertbares Ergebnis!
-> Jetzt Prifung des dark shadow!
- ,,Dark shadow* wird geprtft anhand der Gleichung 8,ax — Bia;, > (arx — 1)(a}, — 1)

« Paar 1 (®-®): B/ =3-13y, Bu=21-13y, ak=a’x=11:
> (21-13y)-11 - (3-13y) -11 = 100
-> 231-143y-33+143y =100 = 198 > 100 v
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Omega-Test: Beispiel KIT

« Generierung der 3 weiteren Paare liefert flr den dark shadow:
15 <190y <175
 Dieses System besitzt keine ganzzahlige Lésung!

« Also: Exakte Elimination erforderlich!

« Wir mUssen flr jede untere Schranke priufen, ob P u {awxk =B + i } eine
ganzzahlige L&sung besitzt fir 0 < i < (ak@’k- ak- a’k)/a’kmit a’x = 11.

1. B = 3-13y, ak = 11 zusétzliche Gleichung: Pi = { 11x = 3-13y+/ } mit
O0<i<(11-11-22)/11 =9

FUr kein i mit 0 </ < 9 besitzt P u P; eine ganzzahlige L6sung.

2. B = -8+9y, ax = 7: zuséatzliche Gleichung: P; = { 7x = -8+9y+i } mit
O<i< L(@711-7-11)/11] =5

FUr kein i mit 0 </ < 5 besitzt P u P; eine ganzzahlige Losung.

-> Das Ungleichungssystem P besitzt keine ganzzahlige Losung!
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