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Theorie der uninterpretierten Funktionen AT

Theorie (UF)
mX={=abc....fgh..}
m Axiome Ax:

1.Vx. x=x (Reflexivitat)
2.VX,y. x=y—y=x (Symmetrie)
3.V, ¥,z X=yANy=z2—=>x=2 (Transitivitat)

4. fir jedes n-stellige Funktionssymbol f € X~ mit n > 0:

VX1, X Viv--e Yo Ny xi=yi — f(xq,..., xn) = f(y1,..., V)
(Kongruenz)

a (Kongruenz) ist ein Axiomschema
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Benutzung von uninterpretierten Funktionen AT

m Uninterpretierte Funktionen abstrahieren die Semantik von Funktionen
m Wenn eine Formel UF-unerflllbar ist so ist sie auch T-unerfillbar fir
jede Theorie T die UF erweitert
@ ist UF-unerfillbar
<= Axyp U{¢} ist unerfillbar
= AxyU({¢} ist unerfillbar
< ¢ ist T-unerfillbar
m Vorteil: UF-Solver kénnen sehr effizient implementiert werden,
T-Solver kénnen hohe Komplexitét haben

m Insbesondere auch interessant wenn T unentscheidbar ist
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Aquivalenz von Programmen

Beispiel
Sind die folgenden Funktionen &quivalent?
uint fmal(uint x, uint y, uint z) { uint fma2(uint x, uint y, uint =z) {
return x + (y * 2); uint p = y * z;
} uint s = x + p;

return s;

}

Ist die folgende Formel giiltig in Peano Arithmetik?

(p=y*2)A(s=x+p) = (s=x+(y*2))

Ist die folgende Formel unerfillbar in Peano Arithmetik?
(p=y*x2)A(s=x+p)A-(s=x+(y*2))

Ist die folgende Formel UF-unerfillbar?

(p=mul(y,z)) A (s =add(x,p)) A ~(s=add(x, mul(y, 2)))
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Aquivalenz- und Kongruenzrelationen
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Eine binare Relation ~ auf einer Menge M ist eine Aquivalenzrelation
falls ~ reflexiv, transitiv und symmetrisch ist

Der AquivalenzapscthB einer binaren Relation R auf einer Menge M
ist die “kleinste” Aquivalenzrelation auf M die R enthélt

Eine Aquivalenzrelation ~ auf einer Menge M definiert eine Partition
M/ .. bestehend aus Aquivalenzklassen [s]. := {t € M | t ~ s}
Eine Aquivalenzrelation ~ auf einer Menge M ist eine
Kongruenzrelation falls

A Xi~ Vi Nf(Xq, ., Xn) € MAFf(y1, ..., Ym) € M

f(Xt, ... Xn) ~ fF(Y1,---. ¥n)
fur alle n-stelligen Funktionssymbole f mit n > 0 gilt

Der Kongruenzabschluf3 einer binaren Relation R auf einer Menge M
ist die “kleinste” Kongruenzrelation auf M die R enthalt



KongruenzabschluB als T-Solver fur UF

m Sei ¢ eine Konjunktion von UF-Literalen (s = t oder (s = t))
m Die Teiltermmenge S, von ¢ enthélt alle Teilterme die in ¢ auftreten

Satz

@ ist UF-erfllloar gdw. es eine Kongruenzrelation ~ auf S, gibt s.d.
m s~ tfiralle UF-Literale s = tin ¢

m s ¢ tfiralle UF-Literale —=(s = t) in ¢
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Beweis

Satz

@ ist UF-erfllloar gdw. es eine Kongruenzrelation ~ auf S, gibt s.d.
®m s~ tfuralle UF-Literale s =tin ¢

m s ¢ tfiralle UF-Literale =(s =t) in ¢

“«" Betrachte die Struktur M:

m Universum S,/ ~

y sty sp)]~ falls f(sy,..., sp) € S,
® Mt o)) = {beliebig falls (s1,...,Sn) & sz
Dann ist M ein UF-Modell von ¢

“=" Hausaufgabe
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KongruenzabschluB als T-Solver fur UF

Algorithmus

m Eingabe:g:si=HA...ASp=1th A=(S) =1]) A

m Ausgabe: UF-konsistent oder UF-inkonsistent
a Schritte:

o A(s = th)

1. Berechne den KongruenzabschluB ~ von

auf der Teiltermmenge S,

2. Falls s ~ t/ fur ein i, gib UF-inkonsistent aus
3. Andernfalls, gib UF-konsistent aus
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Berechnung des KongruenzabschluB AT

Der KongruenzabschluB ~ von

auf der Teiltermmenge S, kann wie folgt berechnet werden:

1.8eiL={{s; i} [1<i<nfU{{s}|secSy\{s1...., Sty ..., th}}
2. Vereinige alle Mengen My, Mo € L mit M{ "My #£ @

3. Sei K = LU {{f(s1,..., sn). f(t,..., th)} | ex. M € Lmits; t; € M;
f(s1,..., Sn) € Sy

4. Vereinige alle Mengen My, M> € K mit My " Mo £ @
5. Falls K # L so setze L = K und gehe zu 3., sonst hére auf

Konstruktion terminiert da S(p endlich ist
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Beispiel

m ¢:f(ab)=an~(f(f(a b),b) =a)

m S,=1{ab f(ab)f(f(ab),b)}

m Berechnung des KongruenzabschluB ~ von

{f(a b) = a}

auf der Teiltermmenge S,;:

1.{{af(ab)} {b} {f(f(ab)b)}}
2. {{a f(ab)}, {b}, {f(f(a b) b)} } U{{f(ab),
3. {{a f(ab), (f(a b) b)}. {b, {f(f(ab).b)}}

4.{{a f(a b) f(f(ab).b)} {b}}
m ¢ ist UF- |nkonS|stent da f(f(a,b),b) ~ a

f(f(a b),b)} }

KongruenzabschluB ~
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Abstrakter KongruenzabschluB3 ﬂ("'

Ersetzungssystem: Menge R von Regeln [ — r

s —»rt gdw. s= C[/]und t = CJr] fur einen Kontext C
Ziel: Konstruktion eines Ersetzungssystems R welches den
KongruenzabschluB beschreibt

m Rist terminierend und konfluent
ms~t gdw. slgr=1tlRr
a Gilt fir beliebige s, t (nicht eingeschrankt auf die Teiltermmenge!)

Zusatzlich zu X: disjunkte Menge U von Konstanten, geordnet durch >
C-Regel:c — dfirc,de U
D-Regel: f(¢y,...,cp) — cfirfeXundcy,...,c,c€ U
R wird durch ein Inferenzsystem aus {sy = t;,..., sp = tn} erzeugt
m Zustande: (K, E, R)
aKCU

m E Menge von Gleichheiten
® R Menge von Regeln

m Startzustand: (@, {s1 =t,..., Sn=th} @)
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Inferenzregeln 1 ﬂ(“.

(K, E[t], R) t — cist eine D-Regel

Extension (KU{c}, E[c], RU{t = ¢c}) undce U\K

(K, E[t], RU{t—c})
(K, Elc], RU{t—c})

Simplification

(Ku{c}, Eu{t=c}, R) t€ Uundt >~ coder

Orientation (KU{c}, E. RU{t = c}) t — cist eine D-Regel
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Inferenzregeln 2 ﬂ(“.

(K, EU{t=1t}, R)
(K, E, R)

Deletion

(K, E, Ru{t—c,t—d})
(K, EU{c=d}, Ru{t—d})

Deduction

(K, E, RU{Clc] = c',c — d})
(K, E, Ru{Cld] — c,c — d})

Collapse c#0
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Beispiel
m Berechnung des abstrakten KongruenzabschlufB von

{a=b, f(f(a)) = f(b)}

® Anwendung der Inferenzregeln:

K E R Regel

@ {a=b, f(f(a)) =f(b)} @ Extension
{co} {co =b, f(f(a))=1f(b)} {a— co} Orientation
{co} {f(f(a)) = f(b)} {a— ¢y, b— o} Simplification?
{co} {f(f(co)) = f(co)} {a—cy, b— o} Extension
{co.c1} {f(cr) =f(co)} {a— ¢y, b— ¢y, f(co) = 1} Simplification
{co.c1} {f(c1)=rc1} {a— ¢y, b—cy, f(cy) = 1} Orientation
{co.c1} @ {a— ¢ b—co, f(co) = o1, f(c1) > e} —

a Gilt f(f(f(a))) ~ f(b)? Ja, da f(f(f(a)))lr = c1 = f(b) R
m Gilt f(a) ~ a? Nein,da f(a)lg =¢1 # co = alr
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Eigenschaften ﬂ(".

Satz
Alle Ableitungen (©,E,@) + (Ky,Eq,Ry) F ... sindendlich

Satz

Sei (0,E,®) + (Ki,E{,Ry) F ... F (Kn En Rn) eine maximale
Ableitung

a En - @
® Rj beschreibt den KongruenzabschluB von E
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Gleichheitslogik

m Gleichheitslogik ist ein Fragment von UF

a Formeln enthalten nur Variablen, keine komplizierteren Terme
a Alternativer Ansatz:

Theorie (Gleichheitslogik)
" z={=}

m Axiome Ax:

1.Vx. x=x (Reflexivitat)
2.V, y. x=y—y=x (Symmetrie)
3.V, ¥,z X=yANy=z2—=>x=2 (Transitivitat)

16
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Von UF nach Gleichheitslogik

m Ziel: transformiere UF-Formel ¢YF in eine erfilllbarkeitsaquivalente
Gleichheitslogik-Formel ¢F

m ¢F hat die Form flat® A FCE

a flat® ersetzt maximale Teilterme in U™ durch Variablen
» FCE erzwingt Kongruenz

Beispiel
w UF-Formel ¢YF: x=yA=(f(x) =1(y))
a flatt: x=yA-=(f=f)

fy und f, sind neue Variablen
= FCE: x=y—=hk=f

“Falls x und y gleich sind so sind auch f(x) und f(y) gleich
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Ackermanns Reduktion ﬂ(".

Algorithmus
w Eingabe: UF-Formal ¢UF

m Ausgabe: Erflllbarkeitsaquivalente Gleichheitslogik-Formel (pE
@ Schritte:
1. Nummeriere Teilterme der Form f(...)
2. Sei F; der i-te Teilterm der Form f(...) und sei arg;(F;) sein j-tes
Argument
3. Generiere flatf aus ¢UF indem alle Atome der Form F; = Gj durch

I?,- = 5, flr neue Variablen l?, 5, ersetzt werden
4. Generiere FCF als Konjunktion aus Formeln der Form

— ~ o

n —_—
N\ arg;(Fi) = arg;(Fx) — Fi = Fy
=1

fur alle i < k wenn f die Stelligkeit n mit n > 0 hat
5. Gib flat® A FCE aus
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Beispiel
a oUF:

a flatF:

a FCE:

~L oy

x =y A=(f(fg(x))) = f(f(g())))
Fi Fa
Fy Fa

X:y/\ﬁ(fg = f4)

X=y —g=9
ANgir=Ff = f=16h
Ngi=g—f=1H
ANgr=f =f=10
Nh=g —h=1H
Nfi=fh =10
ANgo=f >h=Fh
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T-Solver fiir Gleichheitslogik AT

Satz

¢ ist Gleichheitslogik-erfillloar gdw. es eine Aquivalenzrelation ~ auf
V(¢) gibt so dass

m x ~ yfuralle Literale x = y in ¢
m x ¢ yfiralle Literale =(x = y) in ¢

Algorithmus

m Eingabe: ¢ :x1 =y1 A AXn=Yn A(X{ =Y A A (X = Ym)
® Ausgabe: konsistent oder inkonsistent
a Schritte:

1. Berechne den AquivalenzabschluB ~ von

Xy =y..., Xn = Yn}

auf V(¢)
2. Falls x/ ~ y! fir ein i, gib inkonsistent aus
3. Andernfalls, gib konsistent aus
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Berechnung des AquivalenzabschluB AT

Der AquivalenzabschluB ~ von

{xt =y1,....%Xn = yn}

auf V(¢) kann wie folgt berechnet werden:

LL={{xy} 1 <i<nU{{xi|xeV(g)\{x.....xn.¥1..... ¥n}}
2. Vereinige alle Mengen My, Mo € L mit M{ " Mo £ @

Konstruktion terminiert da V(¢) endlich ist

Beispiel
Der AquivalenzabschluB von {x; = X2, X3 = X4, X4 = X1} auf den Varia-
blen {x1, X2, X3, X4, X5 } wird wie folgt berechnet:

T {{x. x2}, {x3. x4}, {xa.x1}, {x5}}
2. { {x1,x2, xa}, {x3, %}, {xs} }
3. {{x1. x2,x3,xa}, {xs} }
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Union-Find Algorithmus ﬂ(".

Karlsruher Institut fur Technologie

m Idee: Stelle die Aquivalenzklassen als Baume dar
m Wurzel eines Baums ist Reprasentant der Aquivalenzklasse
m Pseudocode:

function MakeSet (x) function Find(x) function Union(x, y)
x.parent := x if x.parent == x xRoot := Find(x)
return x yRoot := Find(y)

else xRoot.parent := yRoot

return Find(x.parent)

® x und y sind dquivalent gdw. Find(x) == Find(y)
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AquivalenzabschluB mittels Union-Find

Der AquivalenzabschluB ~ von

{X1=Y1,.--. Xn=Yn}

auf V(¢) kann wie folgt berechnet werden:
1. fUhre MakeSet (x) flr alle x € V(¢) aus
2. fihre Union(x;, y;) fUralle 1 <i< naus
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Karlsruher Institut for Technolog

Beispiel
Der AquivalenzabschluB von {x; = Xz, X3 = X4, X4 = x1 } auf {xq, X, X3, X4, X5 } wird wie folgt berechnet:
1. Nach Ausflihrung von MakeSet (x) fiir alle x € {x1, X2, X3, X4, X5 }:

5 ©  ®

2. Nach Ausflihrung von Union(xqy, X2):

H—® B

3. Nach Ausflihrung von Union(x3, X4):

OB O

4. Nach Ausfiihrung von Union(xs, X1):

() (——L09)
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SAT-Reduktion von Gleichheitslogik

m Der AquivalenzabschluB erzeugt eine Partitionierung der Variablen
m Fir n Variablen hat jede Partitionierung héchstens n Elemente
m Formalisierung dieser Beobachtung:

Satz
Eine erfiullbare Gleichheitslogik-Formel mit n Variablen hat ein Modell mit
héchstens n Elementen

m |dee: Ersetze Variable x durch N := [log n] aussagenlogische
Variablen xq, ..., xy (“bits”)

x = y wird ersetzt durch (x; <> y1) A... A (Xy < Vn)
n[log n bits, Zustandsraum der GroBe 2710971 ~ pn
Verfeinerung des Ansatzes erzeugt Zustandsraum der GrdBe ~ n!
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Beispiel
m Gleichheitslogik-Formel:

X1 =X AN[X2=x3V(xy =x4)| A X2 = x4

m 4 Variablen, 2 bits pro Variable
a SAT-Formel:

((x1,1 & x21) A(X12 ¢ X2.2))
A1 € Xx31) A (Xe2 <> X32)) V 2((X1,1 ¢ X41) A (X1.2 < Xa,1))]
A ((X2,1 > X41) N\ (X22 < Xa,.2))
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