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Wiederholung

Reduktionsordnungen

Definition

Eine fundierte transitive Relation = auf 7(X, V) ist eine
Reduktionsordnung gdw.

@ - ist stabil, d.h., fiir alle s; = s und alle Substitutionen o gilt
S10 > S0

® > ist monoton, d.h., fiir alle s; = s, und alle f € ¥ mit Stelligkeit n
gilt
f(tl, 0005 H—ilgSily Hrigooog tn) - f(tl, 000 g =iy Gy iy o ooy t,,)

furallel <ji<nundalle ty,...,ti—1,tit1,...,1ts

dar
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Polynominterpretationen

e Terme werden auf Polynome mit Koeffizienten aus N abgebildet

e Eine Polynominterpretation weist jedem f € ¥ mit Stelligkeit n ein
Polynom Pol(f) € N[Xq,...,X;,] zu

e Dies weist auch jedem Term ein Polynom zu:

e Pol(x) = x
o Pol(f(ty,...,t)) = Pol(f)(Pol(tr), ..., Pol(ty))

e Polynomordnung: s >py t gdw. Pol(sc) — Pol(to) > 0 fiir alle
Instanziierungen der Variablen durch Grundterme (d.h., Terme ohne
Variablen)

e Hinreichende Bedingung: Pol(s) — Pol(t) > 0 fiir alle Instanziierungen
der Variablen durch natiirliche Zahlen
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Wiederholung

Polynomordnungen als Reduktionsordnungen

Definition

Ein Polynom p ist monoton in X; gdw.
p(xt, .., xi+ 1,0 ,x0) — p(X1y -y Xiy ooy Xn) >0

fiir alle Instanziierungen der Variablen durch natiirliche Zahlen

Eine Polynominterpretation Pol ist monoton gdw. Pol(f) fiir alle f € &
monoton in allen X; ist

Satz

Fiir eine monotone Polynominterpretation Pol ist =p, eine
Reduktionsordnung

T
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Schwachen

minus(0,y) — O
minus(s(x),0) — s(x)
minus(s(x),s(y)) — minus(x,y)
div(O,s(y)) — O
div(s(x),s(y)) — s(div(minus(x,y),s(y)))

Terminierung kann nicht mit lexikographischer Pfadordnung gezeigt werden
Terminierung kann nicht mit Multimengen-Pfadordnung gezeigt werden
Terminierung kann nicht mit monotonen Polynominterpretationen gezeigt werden
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Dependency Pairs: ldee

Wenn R nicht terminierend ist dann existiert eine unendliche Folge
von rekursiven Funktionsaufrufen

Untersuche alle moglichen Aufruffolgen

R ist terminierend gdw. alle Aufruffolgen endlich sind
Techniken zur Analyse von Aufruffolgen:

SCC-Zerlegung
Reduktionsordnungen
nicht-monotone Polynominterpretationen
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Dependency Pairs

Definition
Definierte Funktionen D(R) = {f | f = root(/) fiir ein | - r e R}
Konstruktoren C(R) = X — D(R)

Fiir | = r € R und einen Teilterm t von r mit root(t) € D(R) ist

s th

ein Dependency Pair von R
Fiir t = f(t1,...,t,) ist t* = f¥(t1,...,t,) (Tupelsymbole)
DP(R): Dependency Pairs von R
T
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Dependency Pairs

minus(0,y) — O
minus(s(x),0) — s(x)
minus(s(x),s(y)) — minus(x,y)
div(O,s(y)) — O
div(s(x),s(y)) — s(div(minus(x,y),s(y)))

Dependency Pairs DP(R):

minus®(s(x),s(y)) — minus®(x, y)
divi(s(x),s(y)) — div¥(minus(x,y),s(y))
divi(s(x),s(y)) — minusf(x,y)
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Terminierungsanalyse mit Dependency Pairs

Eine (endliche oder unendliche) Folge s; — t1,5 — to,... von
Dependency Pairs ist eine (DP(R), R)-Kette gdw. es eine Substitution o
gibt so dass
e tio —% siy10 fiir alle benachbarten Dependency Pairs
Si = tjy Sit1 — tiy1
e kein tjo eine unendliche —x-Reduktion hat

R ist terminierend gdw. es keine unendlichen (DP(R), R)-Ketten gibt

T
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DP Prozessoren

e DP Prozessoren erlauben flexible und modulare Terminierungsbeweise
e DP Problem: Eine Menge von Dependency Pairs
e DP Prozessor Proc: P+ {P1,..., Py}

o Korrektheit: es existieren keine unendlichen (P, R)-Ketten wenn fiir
kein i unendliche (P;, R)-Ketten existieren

Algorithmus

todo := {DP(R)},
while todo # () do
P := choose_one(todo);
Proc := choose_proc(P);
todo := todo — {P} UProc(P),
end
return “R terminiert”;
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Dependency Graph

e Idee: Baue einen Graph der zeigt welche Dependency Pairs
hintereinander in einer Kette auftreten kdnnen
e Eine unendliche Kette entspricht einem unendlichen Pfad in diesem
Graph
e Nach einem endlichen Anfangsstiick bleibt dieser unendliche Pfad in
einem SCC des Graphs

Fiir eine Menge P von Dependency Pairs ist der Dependency Graph
DG(P) = (V, E) der gerichtete Graph mit

L] V = P

e E={(s1 = t1,5% = ) | 51 = t1,5 — ty ist eine (P, R)-Kette}

e DG(P) kann effizient approximiert werden
T
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Dependency Pairs

Dependency Pairs DP(R):

(1)  minus®(s(x),s(y)) — minus(x,y)
(2)  divi(s(x),s(y)) — divi(minus(x,y),s(y))
(3)  divi(s(x)s() - minusi(x,y)

(0
minus(s(x), s(y)) — minus®(x, y)
)
divi(s(x),s(y)) — minusf(x, y)
)
divi(s(x),s(y)) — divf(minus(x, y),s(y))

U
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SCC-Zerlegung

Seien {P1,...,Pn} die SCCs von DG(P)
Dann ist der DP Prozessor mit Proc(P) = {P1,..., Pn} korrekt

Proc(P) = { {minus*(s(x),s(y)) — minus*(x, y)},
{divﬂ(s(x ,s(y)) — divﬁ(minus(x,y),s(y))} }

Vorteil: Die neuen DP Probleme kénnen unabhingig voneinander
bearbeitet werden
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Reduktionspaare

e In Kombination mit Dependency Pairs konnen die Bedingungen an
Reduktionsordnungen abgeschwéacht werden

Ein Reduktionspaar (>, >) besteht aus Relationsn > und > so dass
e > ist reflexiv, transitiv, monoton und stabil

e > ist fundiert und stabil
e > ist kompatibel mit =, d.h.,, o >0 > C >

T
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Nutzen von Reduktionspaaren

e |dee: Falls

e s>tfiralles—teP
o [=rfiralle/ -reR

so gibt es keine unendlichen (P, R)-Ketten (warum?)

Satz

Unter diesen Bedinungen ist Proc(P) = () korrekt

o Verfeinerung: Falls

e s>tfiralles—>teP' CP
e s—tfiralles—tecP—P und/>=rfiralle/ —reR

so gibt es unendlichen (P, R)-Ketten nur falls es unendliche
(P — P, R)-Ketten gibt (warum?)

Unter diesen Bedinungen ist Proc(P) = {P — P’} korrekt
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Dependency Pairs

Polynominterpretationen als Reduktionspaare

e Erinnerung: s >=p, t wenn Pol(s) — Pol(t) > 0 fiir alle
Instanziierungen der Variablen durch natiirliche Zahlen

e Analog: s =po t wenn Pol(s) — Pol(t) > 0 fiir alle Instanziierungen
der Variablen durch natiirliche Zahlen

Fiir eine Polynominterpretation Pol ist (>=pos, =por) €in Reduktionspaar

e Beachte: Pol muss nicht monoton sein

T
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Dependency Pairs

minus(O, y)
minus(s(x), O)
minus(s(x),s(y))
div(O, s(y))
div(s(x),s(y))

minusn(s(x), s(y))

—
Pol(minus’) = X
Pol(©®) = 0
Pol(s) = Xi+1
Pol(minus) = X
Pol(div) = X

minusf(x, y)

Le L dd

divé(s(x),s(y))

@
s(x)

minus(x, y)

s(div(minus(x, y),s(y)))

— divi(minus(x, y),s(y))
Pol(divh) = Xi
Pol(©O) = 0
Pol(s) = Xi+1
Pol(minus) = X
Pol(div) = X

In beiden Fillen: Proc(...) = {0} (was nun?)

dar
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Dependency Pairs

Reduktionsordnungen als Reduktionspaare 1/2

e Reduktionsordnungen sind monoton, aber in Reduktionspaaren muss nur >
monoton sein

e |dee: Fiihre eine Vorverarbeitung durch so dass Reduktionsordnungen diesen
Vorteil nutzen kdnnen

Ein Argumentfilter 7 bildet jedes f € ¥ mit ar(f) = n auf ein i € {1,..., n} oder
eine (moglicherweise leere) Liste [iy,...,in| mit1<i <...<in<nab

t falls t € V
7(t) = < 7(t) falls t = f(ty,...,t,) und w(f) =i
f(m(ty),...,m(t;)) fallst=f(t1,...,t,) und w(F) =[i1,---,im]

T
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Reduktionsordnungen als Reduktionspaare 2/2

Definition

Fiir einen Argumentfilter 7 und eine Reduktionsordnung > definiere
o s>, tgdw. 7(s) > n(t)
o s>, t gdw. 7(s) > w(t) oder 7(s) = 7(t)

Fiir einen Argumentfilter = und eine Reduktionsordnung - ist (=, >r)
ein Reduktionspaar

T
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Dependency Pairs
Beispiel

minus(0,y) — O
minus(s(x),0) —  s(x)
minus(s(x),s(y)) —  minus(x,y)
div(O,s(y)) —
div(s(x),s(y)) —  s(div(minus(x,y),s(y)))
minusf (s(x),s(y)) —  minust(x,y)
divi(s(x),s(y)) —  divE(minus(x,y),s(y))

Argumentfilter 7 mit 7(minus) = m(div) = 7(minust) = m(divf) = 1

o = 0
s(x) = s(x)
s(x) = x

o = O
s(x) = s(x)
s(x) > x
s(x) > x

Erfiillt von der Einbettungsordnung!
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Dependency Pairs

)

Iow(n nI

low(n, cons(m, x)

ifjow (true, n, cons(m, x)
iflow (false, n, cons(m, x)
high(n, nil

high(n, cons(m, x)

ifhigh (true, n, cons(m, x)
ifhigh (false, n, add(m, x)
qgsort(nil

gsort(cons(n, x)

LALLALLLELLLLLL

»Y)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

5 SCCs:

s(x) <t s(y) = x <ty

true

false

x<y

y

cons(n, app(x;, y))

nil

ion (1 < 1, 1, cons(m, x))
cons(m, low(n, x))

low(n, x)

nil

ifhigh(m < n, n, cons(m, x))
high(n, x)

cons(m, high(n, x))

nil

app(gsort(low(n, x)), cons(n, gsort(high(n, x))))

appn(cons(n, x),y) = aPPn(Xq i2)

low! (n, cons(m, x)) — |f
d W (true, n, cons(m, x)) — Iowu(n X)
if 1, (false, n, cons(m, x)) — low#(n, x)

ow (M < n, n, cons(m, x))

highﬁ(n cons(m, x)) — h‘ﬁI L (m < n, n, cons(m, x))
fﬁ h(true n, cons(m, x)) — hlghn(n X)
(false n, add(m, x)) — high®(n, x)

gsort? (cons(n, x)) — qsort? (low(n, x))
qsort! (cons(n, x)) — gsort® (high(n, x))

Der erste SCC kann erfolgreich behandelt werden

Bei den iibrigen SCCs ist es nicht méglich die Bedingungen an ein Reduktionspaar zu erfiillen (/ = r fiir alle /| — r € R)
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Dependency Pairs

Funktionsabhangigkeiten

e Wunsch: Anstatt / > r fiir alle | — r € ‘R fordere dies nur fiir die
Regeln von denen P “abhangt”

Seien f,g € D(R). Dann

e P f falls f in t vorkommt fiir ein s - t € P
e f g falls g in r vorkommt fiir ein /| — r € R mit root(/) = f

A(P) = {f | P O* f}
R(A(P)) = {I — r € R | root(l) € A(P)}

T
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Dependency Pairs

Nutzen von Funktionsabhangigkeiten

Sei (=, >) ein Reduktionspaar so dass
e s>tfiralles—teP CP
e s>tfiralles—>teP —P
o | = r fiiralle | — r e R(A(P))
Dann ist Proc : P +— {P — P’} korrekt

o Korrektheitsbeweis ist nicht-trivial da beliebige Regeln aus R in
(P, R)-Ketten verwendet werden kdnnen

o Effizienter und méachtiger als die vorherige Methode

dar
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Dependency Pairs

O<y — true
s(x) < O — false
) <sy) — x<y
app(nil,y) — y
app(cons(n, x), y) — cons(n, app(x, y))
low(n, nil) — nil
low(n, cons(m, x)) — ifiow(m < n, n, cons(m, x))
ifiow (true, n, cons(m, x)) — cons(m, low(n, x))
iflow (false, n, cons(m, x)) — low(n, x)
high(n, nil) — nil
high(n, cons(m, x)) — ifhigh(m < n, n, cons(m, x))
ifhigh (true, n, cons(m, x)) — high(n, x)
ifhigh (false, n, add(m, x)) — cons(m, high(n, x))
qsort(nil) — nil
gsort(cons(n, x)) — app(gsort(low(n, x)), cons(n, gsort(high(n, x))))

s(x) <P sy) » x <Py

app? (cons(n, x), y) — app? (x, )

Iown(n cons(m, x)) — 'fFow(

(true n, cons(m, x)) — low® (n, x)

m < n, n, cons(m, x))

oW(false n, cons(m, x)) — Iowu(n X)

highu(n, cons(m, x)) — ifﬁigh(m < n, n, cons(m, x))
fﬁ (
|gh

(false n, add(m, x)) — hlghu(n X)

true, n, cons(m, x)) — high® (n, x)

qsort? (cons(n, x)) — gsort? (low(n, x))
gsort? (cons(n, x)) — gsort! (high(n, x))

Fiir die ersten beiden SCCs ist A(P) = 0

Fiir den dritten und vierten SCC ist A(P) = {<}

Fiir den fiinften SCC ist A(P) = {low, ifioy, high, ifpigh, <}
Polynominterpretationen sind fiir alle SCCs erfolgreich
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