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Aufgabe 1 (groBiter gemeinsamer Teiler, Lemma von Bézout) [4 Punkte]

Der grofite gemeinsame Teiler, ggT(a,b), zweier ganzer Zahlen a,b € Z kann mit dem Euklidischen Algo-
rithmus berechnet werden. Der erweiterte Euklidische Algorithmu liefert dariiberhinaus Zahlen s,t € Z,
fiir die sa+1b = ggT(a,b) gilt. Diese Identitit ist auch unter dem Namen Lemma von Bézout bekannt.

Fiir mehr als zwei ganze Zahlen kann der ggT rekursiv definiert werden iiber

ggT(ay, ... a,) = ggT(ggT(ay,az,...,an_1),an) -

Geben Sie an, wie fiir ein Tupel (ay,...,a,) € Z" unter Verwendung des Lemmas von Bézout eine Losung
($1y...,8n) € Z" fiir sya1 + ...+ spa, = ggT(ay,...,a,) berechnet werden kann und zeigen Sie, wie damit
eine ganzzahlige Losung der Gleichung 48s; + 30s, + 953 = 3 bestimmt werden kann.

Aufgabe 2 (Losungen einer linearen diophantischen Gleichung) [8 Punkte]

Eine lineare diphantische Gleichung ist eine Gleichung der Form ax; + ... + a,x, = b mit Koeffizienten
a;,b € 7, wobei man nur an Losungen (xi,...,x,) € Z" interessiert ist.

a) Zeigen Sie: Die lineare diophantische Gleichung a;x; + ...+ a,x, = b besitzt genau dann eine Losung,
wenn ggT(ay,...,a,) ein Teiler von b ist.

b) Geben Sie ein Vefahren an, mit dem alle Losungen einer linearen diophantischen Gleichung bestimmt
werden konnen.

Aufgabe 3 (Gauflsche Zahlen) [8 Punkte]

Die gaufischen Zahlen sind eine Verallgemeinerung der ganzen Zahlen auf die komplexe Zahlenebene, d.h.
eine gauBlsche Zahl g hat die Form g = a + bi, wobei a,b € Z. Die gaulischen Zahlen bilden einen eu-
klidischen Ring G unter den iiblichen Rechenregeln fiir komplexe Zahlen, wobei die Bewertungsfunktion
g: G\ {0} — Nals g(a+bi) = a® + b* definiert ist.

Die Division mit Rest fiir zwei gaul3sche Zahlen z1,z, sei wie folgt definiert: In z; = gzo +r ist ¢ € G der
Quotient und r € G der Rest der Division von z; durch z;. Die Zahl ¢ = m + ni ist dabei die (nicht zwingend
eindeutig definierte) Zahl, die dem Bruch § = 2 € C am nichsten kommt, d.h., fiir die [m —Re(§)| < I und

In—Im(g)| < 4 gilt.
a) Bestimmen Sie die Einheiten des Rings G, d.h. die Elemente, die ein multiplikatives Inverses besitzen.

b) Zeigen Sie, dass fiir die oben definierte Division mit Rest die zwei Bedingungen fiir einen euklidischen
Ring eingehalten sind, d.h. (1) r =0 oder g(r) < g(z2) fiir z # 0 und (2) g(x-y) > g(x) fiir alle x,y € G\ {0}.

¢) Bestimmen Sie den grofiten gemeinsamen Teiler von z; =5+iund z; =4 in G.
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