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—Infuhrung IT
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Formeln durfen auch Quantoren (v, 3) enthalten

Fragestellung Quantoren-Elimination (QE):

« Kbénnen wir eine Formel mit Quantoren in eine aquivalente ohne Quantoren
transformieren?

-« Unter welchen Voraussetzungen (und fur welche Theorien) ist dies
maoglich?

Haufiger Ansatz fur Entscheidungsverfahren fur quantifizierte Formeln
basierend auf QE:

1. Eliminiere Quantoren

2. Verwende dann Verfahren fur quantorenfreies Fragment der Theorie

Quantoren-Elimination haufig im Zusammenhang mit reeller (linearer und
nichtlinearer) Arithmetik
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Seisplele AT
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Ausgangs-Formel Quantor eliminiert
Ax . x*+1>0 T
Vx.x*+1>0 T

Ix . x2+3x+1>0 T

Vx . x2+3x+1>0
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Welteres

Seisplel
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- Wasist mit Vx . x2+bx+1=07

=Ur b=0
~Ur b=3

D.h. die

\_ﬂ ‘\

_Osung hangt von b ab.

tH

/

/

naben wir: Vx . x>+ 1 =0, also T nach QE.

naben wir: Vx . x> +3x+1=0, also | nach QE.

\

/

J

b=3 \

b=0
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Theorie der nicht-linearen reellen Arithmetik AT
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* Tnra: Theorie der nicht-linearen reellen Arithmetik

 Kleines Problem: Reelle Zahlen lassen sich nicht eindeutig durch eine

Axiomatisierung in Pradikatenlogik erster Stufe charakterisieren (Satz von
Lowenheim-Skolem)

- Daher: Betrachte reell abgeschlossene Kérper (real closed fields) anstatt der
reellen Zahlen

e 2={=<+7,0,1,...}
- Axiome Ax: (Tarski’s Axiomatisierung)
1. <ist asymmetrisch, d.h. falls x <y, dann nicht y < x
2. < ist dichte Ordnung, d.h. falls x<z, existiert ein y mit x<y und y<z

3. < ist Dedekind-vollstandig, d.h. fur alle Mengen X, Y € R gilt: wenn
x<y fur alle xeX und yeY, dann gibt es ein z, so dass fur alle xeX

und yeY gilt: falls z#x und zzy, dann ist x<z und z<y (z separiert X
und Y)
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Theorie der nicht-linearen reellen Arithmetik AT
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* Tnra: Theorie der nicht-linearen reellen Arithmetik
- Axiome Ax: (Tarski’s Axiomatisierung, Fortsetzung)
4. X+(y+2) = (X+y)+z
5. Fur alle x, y existiert ein z mit x+z=y
6. Falls x+y < z+w, dann x<z oder y<w

7. 1<1+1

- Aus diesen Axiomen folgt bereits, dass eine eindeutige Operation * existiert
mit den Eigenschaften der Multiplikation

- Axiom 3 kann mit einem Trick in Pradikatenlogik erster Stufe formuliert
werden: Fuge ein einstelliges Pradikat S und ein zweistelliges € hinzu, sowie
die beiden Axiome:

A. Falls xey, dann gilt S(y) und =S(x)

B. < darf nur auf Elemente x, fir die =S(x) gilt, angewendet werden
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Welteres Beispiel AT
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- Betrachte die Formel 3x . x* + bx + ¢ = 0. (Nicht-quantifizierte Variablen kénnen
als Konstanten betrachtet werden)

- Wir wollen ax eliminieren und interpretieren die Gleichung tUber den reellen
Zahlen.

- Wir kennen (aus der Schule) die Losung(en) der quadratischen Gleichung:
—b +1/b? - 4c
2

 D.h., die Gleichung besitzt eine reelle L6sung, falls 5% —4c¢ > 0.

X1 =

- Ergebnis der Quantoren-Elimination wére also »*>—4c¢ > 0.

23.01.2019 C. Sinz (ITI/KIT): Entscheidungsverfahren in der Softwareverifikation 7



Tarski-Formeln AT
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- Definition: Eine Tarski-Formel ist eine Formel aus Tnra, bel der die atomaren
~ormeln die Gestalt p o 0 besitzen mit o € { =, <, > } und p ein multivariates
Polynom ist (wir kbnnen ganzzahlige Koeffizienten annehmen). Eine Tarski-
-ormel darf am Anfang auch beliebig viele Quantoren (v,3) enthalten.

* Formeln mit Quantoren am Beginn der Formel werden auch Formeln in
pranexer Normalform genannt.

- Anmerkung: Tarski-Formeln beschaftigen sich also grob gesagt mit
Nullstellen von Polynomen
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Umformungen mit Quantoren KIT

- Jede Formel lasst sich in pranexe Normalform (PNF) bringen

- Es gelten die folgenden Aquivalenzen:
Vx . F(x) —=dx . °F(x)
dx . F(x) VvV G(x) dx . F(x) v dx . G(x)
Vx . F(x) A G(x) Vx . F(x) AVx . G(x)
FAdx. Gx) dx . FAG(x)
FvVx. G Vx . FVG(x)

(wobei in den letzten beiden Aquivalenzen, x nicht (frei) in F vorkommen darf)

- Mittels dieser Aquivalenzen lasst sich immer eine PNF herstellen
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ldee der Quantoren-Elimination AT
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- Gegeben: Tarski-Formel F mit n Quantoren
- Vorgehen:
1. Bringe F in pranexe Normalform
F = 0x...0x, : F(x,....x)
wobei Fn eine quantorenfreie Formel Gber den Variablen x1, ..., Xn ist.

2. Eliminiere iterativ (von innen nach auf3en) Quantoren:

F = 0x...0x, : F(x,....,x,)

Qx1--.Q,_1x,_1 + F,_((x;,..0,x,_1)

Oy Fi(x)
F

3. [L&se Fo mit einem Entscheidungsverfahren fur das quantorenfreie
Fragment]
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Universelle Quantoren AT
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« Frage: Reicht es auch aus, nur ein Verfahren fur die Elimination von
existentiellen Quantoren zu haben?

- Ja! Z.B.:

dx; dx, Vx3 dx; Vxg o F

= dx; dx, ~(dxy —dx, —(dxy 2 F))

- AuBBerdem reicht es aus, in der Matrix Konjunktionen von Atomen zu
betrachten. (Warum?)

« D.h. wir mussen QE nur fur den Fall

dx : AN ANA

formulieren, wobei Ai Atome (ggf. Uber mehreren Variablen) sind.

23.01.2019 C. Sinz (ITI/KIT): Entscheidungsverfahren in der Softwareverifikation 11



—ndliche Abstraktion AT
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Gegeben: Tarski-Formel F = ax G(x,y1,...,yn), wobei G(X,y1,...,Yn)
quantorenfrei.

Problem: Die Menge der reellen Zahlen ist (Uberabzahlbar) unendlich.

Idee: Finde eine endliche Menge T c R mit

Ix 1 G = \/G[x/t]

Jedes univariate Polynom p(x) vom Grad d besitzt hochstens d reelle
Nullstellen.

Das Vorzeichen ist zwischen zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen invariant.

R kann in 2d+1 Vorzeichen-invariante Intervalle, abhangig von p(x), zerlegt
werden (Vorzeichen: +, —, 0).

T besitzt dann einen Test-Punkt flr jedes Intervall.

- Was noch zu tun ist: Nullstellen von Polynomen bestimmen.

23.01.2019 C. Sinz (ITI/KIT): Entscheidungsverfahren in der Softwareverifikation 12



Nullstellen von Polynomen AT
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Wir beginnen mit univariaten Polynomen

 Die Quantorenelimination fir reelle Polynome arbeitet im letzten Schritt mit
einem univariaten Polynom Uber R.

Wie bestimmen wir die Nullstellen dieses Polynoms?

Problem: FUr Polynome mit Grad =5 existieren keine Formeln, um die
Nullstellen explizit mit Wurzelausdricken darzustellen.

Eine Moglichkeit: Betrachte als Ausgangspunkt Q[x,, ..., x,] anstatt Rlx,, ..., x,] .

- Q ist zwar nicht algebraisch abgeschlossen, d.h. Nullstellen von
Polynomen tGber Q mussen nicht in @Q liegen.

- Beispiel: f(x)=x*-2
. Nullstellen: /2 ¢ Q

Aber alle Losungen lassen sich als Nullstellen von Polynomen tGber Q
ausdrucken!
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Algelbraische Zahlen AT
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* Die Menge A der reellen algebraischen Zahlen umfasst alle Nullstellen von
Polynomen aus Q[x].

 Reelle algebraische Zahlen haben flr unseren Zweck viele Vorteile:

- Endliche Reprasentation

- Addition und Multiplikation lasst sich in polynomieller Zeit berechnen
« Konvertierung zwischen verschiedenen Darstellungen in poly. Zeit

- Definition (Korpererweiterung): K ist Unterkdrper eines Korpers L, wenn
KcL, 0,1eK und die auf K eingeschrankten Verkntpfungen bilden auch wieder

einen Korper. Das Paar aus L und K bezeichnet man als Korpererweiterung
und schreibt L/K.

- Beispiel: C/R ist eine Kdrpererweiterung

- Definition (algebraische Korpererweiterung): Eine Korpererweiterung L/K
heil3t algebraisch, falls jedes Element von L algebraisch tber K ist, d.h.
jedes Element aus L Nullstelle eines Polynoms mit Koeffizienten aus K ist.
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Algelbraische Zahlen AT
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 Beispiele algebraischer Korpererweiterungen:
- C/R ist algebraisch
. Q(y/2) ist algebraisch
« R/Q ist nicht algebraisch (transzendent)

- Sei a eine Nullstelle des Polynoms f(x) = a,x" + ... + a;x + a, mit Koeffizienten

a; € Q. Dann bezeichnen wir mit Q(a) den kleinsten Erweiterungskorper von
Q, der a enthélt.

- Das normierte (d.h. an=1) Polynom f(x) kleinsten Grades, mit f(a)=0 heil3t
Minimalpolynom von a. Wir bezeichnen es auch mit mq.
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Algelbraische Zahlen AT
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 FUr eine Kdrpererweiterung L/K ist L ein K-Vektorraum.

- Eine algebraische Erweiterung Q(a) mit Minimalpolynom
my(x) =x"+ ... +ax+aqy
ergibt einen Vektorraum der Dimension n Uber @Q mit Basis {1,a,a?, ...a" '} .

- Somit lassen sich die Elemente aus Q(a) als k =ky+ka+ - +k,_;a"! mit
k; € Q darstellen. Dies entspricht einem Polynom p,(a) .

* Theorem: Q(a) = Q[x]/(m(x))
- (f) bezeichnet das Polynomideal Q[x]-f, d.h. alle Polynom-Vielfachen von f.

 Dieses Theorem erlaubt uns, Berechnungen im Kérper Q(a) mittels
Berechnungen im Polynom-Restklassenring durchzuflhren.

» FUr p(x) € Qlxl/m,(x) kédnnen wir die Elemente aus Q(a) mit pk(a) identifizieren,
d.h. wir kbnnen die Elemente aus Q(a) als Polynome Uber a darstellen.
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Algebraische Zahlen T

- Beispiel: a=+/2, my(x)=x*-2

- Wir rechnen in Q[x]/(x2-2). Alle Elemente des Erweiterungskérpers Q(a)

haben die Form k, + kja mit ky, k; € Q . Mit diesen konnen wir als Polynom
mit Unbestimmter a im Restklassenkorper arbeiten.

- Damit gilt z.B. a*=2 (mod a*-2).
- Beispiel 2: f=4/2+14/3, myx)=x*-10x>+ 1

- Esqilt: 2 =0/2+43)°=11v/2 +9%/3 und damit
P —9p=11/2+9N/3 -94/2 +1/3)=2y2 , also (B>-98°=(2y27=8.
- Rechnen in Q(B) bzw. Q[x]/(x4-10x2+1) liefert:

(x3 = 9x)? = x0 — 18x* + 81x?
=8 (mod x*—10x>+ 1)

d.h. Rechnen im Restklassenring liefert das gleiche Ergebnis.
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