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Definition SAT-Problem AIT

- Gegeben: Aussagenlogische Formel F in konjunktiver Normalform (CNF).

- Literal: Variable oder negierte Variable; Klausel: Disjunktion von Literalen
- Frage: Ist F erflllbar, d.h. gibt es ein Modell a von F?

- Modell: Abbildung a: Var(F) — {0,1}, so dass in jeder Klausel von F
mindestens ein Literal mit wahr belegt ist

- Beispiel: F = {{x,~y}, {-x,7z}, {y}}

- Fur x=y=1 und z=0 evaluiert F zu 1 (also ist F erfullbar)

- Anmerkung:
- Ja/Nein-Antwort oft nicht ausreichend

- Begrundung in vielen Anwendungen erforderlich
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CNF-Darstellung: DIMACS-Format KIT

Format zur Darstellung von Formeln in CNF auf dem
Computer.

Aufbau einer DIMACS-Datei:
Optionale Kommentarzeilen: ¢ Kommentar

Praambel: p cnf n m (n: Anzahl Variablen, m: Anzahl
Klauseln)

Klauseln:
Liste der Literale, durch Leerzeichen getrennt, O als Abschluss

Variablen reprasentiert durch Ganzzahlen (>0), ,,-“ als
Negationssymbol
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DIMACS-Format: Beispiel AT

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

F — {{X1,X25_'X3}5 {X35_'X4}5 {_IX15_'X37X4}, {_IXZ’XS’XS}}
im DIMACS-Format:

c Dies ist eine Formel in CNF

c mit 5 Variablen und 4 Klauseln.
p cnf 5 4

12 -30

3 -40

-1 -3 40

-2 350

(letzte O optional)

31.10.2018 C. Sinz (ITI/KIT): Entscheidungsverfahren in der Softwareverifikation 4



Vereinfachung durch Unit-Klauseln KIT

- Unit-Klausel: enthalt nur ein Literal, d.h. C = {m}.

- Beobachtung: In jedem Modell a muss m mit wahr
belegt sein.

* Dadurch Vereinfachung maoglich:

- =m kann aus allen anderen Klauseln in F gestrichen werden (da
-m immer unter a mit falsch belegt ist).

- Wenn dadurch die leere Klausel (o, entspricht 0) entsteht, ist das
Problem unerfullbar.

 Bezeichnung: Unit-Resolution
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DPLL-Algorithmus: Ubersicht

Karlsruhe Institute of Technology

- DPLL: Davis-Putnam-Logemann-Loveland

- Grundlegender Algorithmus ~1965

-+ Grundidee: Fallunterscheidungen und Vereinfachung

- Vereinfachungen:
- Unit-Resolution } Unit—Propagation
- Unit-Subsumption

- Loschen purer Literale (pure literal deletion)
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Grundlegender DPLL-Algorithmus T

boolean DPLL (ClauseSet 5)
{
while ( S contains a unit clause {L} ) {
delete from S clauses containing L; // unit-subsumption
delete —L from all clauses in S; // unit-resolution
if (eSS ) return false; // empty clause?
while ( S contains a pure literal L )
delete from S all clauses containing L;

if ( S=0) return true; // no clauses?
choose a literal L occurring in S; // case-splitting
if ( DPLL(SU{{L}} ) return true; // first branch

else if ( DPLL(SU{{—L}} ) return true; // second branch
else return false;
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Beispiel Unit-Propagation

Karlsruhe Institute of Technology

S = {{_IX,y,_'Z}, {_'X’Z}’ {_ly,X}, {y}}

1.

2.

8.

9.

Unit-Klausel vorhanden? Ja: {y}

Unit-Subsumption: 16sche Klauseln, in denen y vorkommt:

S1 = {{_'X5Z}5 {_ly,X}}

Unit-Resolution: [6sche -y aus allen Klauseln:

Sy = {{=x,z}, {x}}

Unit-Klausel vorhanden? Ja: {x}
Unit-Subsumption: S; = {{-x,z}}
Unit-Resolution: S, = {{z}}
Unit-Klausel vorhanden? Ja: {z}
Unit-Subsumption: S; = {}

boolean DPLL(ClauseSet S)
{
while ( S contains a unit clause {L} ) {
delete from S clauses containing L; // unit-subsumption
delete —L from all clauses in S; // unit-resolution
}
if (OeS ) return false; // empty clause?
while ( S contains a pure literal L )
delete from S all clauses containing L;
if ( S=0) return true; // no clauses?
choose a literal L occurring in S; // case-s plitting
if ( DPLL(SU{{L}} ) return true; // first branch
else if ( DPLL(SU {{—L}} ) return true; // second branch
else return false;

Unit-Resolution: keine Klauseln mehr vorhanden

Ergebnis: S erfullbar!
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Datenstrukturen zur Reprasentation von Formeln in CNF  XIT

Wie kdnnen Klauselmengen dargestellt werden?

A) Als Liste von Klauseln

xvyvz) —>» (xv-yvz) ——> (=z v u) — (x Vv =z)

B) Als Trie (= prefix tree) Datenstruktur

X next > z next

- - - -

Y Y

y next >z next next
+ - + -

N &3

next z next

— + —

5 6 Zhang, Stickel (1994)
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Datenstrukturen fur DPLL: Anforderungen IT

« Sollen schnelle Unit-Propagation ermdglichen
« Erkennen neuer Units
« Propagierung von Units

 Unterstltzung von Back-Tracking (Wiederherstellung von
Klauselmengen)

Implementationsalternativen:
- Speichere Kopie der Klauselmenge bei jedem rekursiven Aufruf

- Speichere nur Anderungen an der Datenstruktur (undo-stack)
Ziel: Minimiere Aufwand zur Wiederherstellung
- Kompakte Darstellung groBBer Klauselmengen
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Watched Literals: Datenstrukturen AT

watched literals
. (indices in literal vector)

Clause
int watched_1_index; <«—
int watched_2_index;
vector<Literal> literat€—

literals of the clause

Variable assignment state
enum { 0, 1, OPEN } state A'/ J
list<Clause*> posWatched pointers to clauses, in which variable
list<Clause*> negWatched Is watched (positively / negatively)

Moskewicz et al. (2001)
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Watched Literals: Beispiel AT

X4:X5,Xg -

open > X4

':> ':> 5

o
ll
:
1l

—>» X7
Xg — Xg 5PLL BPLL conflict, X
» T 13 bactrack last 9
rec. ca rec. ca rec. ca two decisions
~xy is add. ~xg Xq add. -x is false, no change
o f I’ " on watched
alse are false Szl Lo literals
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Literalauswahl-Strategien T

L Welches Literal soll im Fallunterscheidungs-Schritt ausgewahlt
werden?

B GroBe des Suchraums (und damit die Laufzeit des DPLL-

Algorithmus) kann sehr stark von der Literalauswahl-Strategie
abhangen.

B Strategie stark problemabhangig; keine allgemeine “beste”
Strateqie.

O Ideen im Zhg. mit Auswahlheuristik:

1. Maximale Vereinfachung; z.B. maximiere die Anzahl der
subsumierten (d.h. zu ,,l6schenden®) Klauseln

2.\Versuche, handhabbare Teilklasse von SAT zu erreichen; z.B. 2-SAT,
Horn-SAT, nur positive Klauseln

3. Basierend auf Konfliktanalyse bzw. Klausel-Lernen (Praferenz flr
Literale in kirzlich gelernten Klauseln)
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Konfliktanalyse: Motivation

Karlsruhe Institute of Technology

{=x.y},
{=x,7y},
{X,~z}.

{x,z}

31.10.2018
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Konfliktanalyse & Klausel-Lernen T

 Versuche wiederholte Untersuchung von Teilen des
Suchraums ohne Losungen zu vermeiden.

* Dies kann eine ,,schlechte” Variablenauswahl-Heuristik
kompensieren

- Methode: finde schwachste Annahme (weakest
precondition), unter der ein Widerspruch auftritt.

- Jedes flr die Fallunterscheidung gewahlte Literal gilt als
s,2atomarer“ Grund.

 Finde minimal erforderliche Bedingung (d.h. kleinste
Literalmenge), die denselben Konflikt hervorruft.

+ Klausel-Lernen wird auch als ,,no-good-learning’
bezeichnet (CSP).
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Konfliktklausel-Generierung AIT

(u,m,h)
(i, f,m)
(f.8:h)
(v.f)
(f.8)

(x,a)
(x,b,a)
(x,a,b.c)
(a.d)
(b.d.e)

31.10.2018

UP:a,b,c=1 i
de=0 /y_1 (/.2

SNUP:f.g=1 0 (8
(»NP=0\, =0
UP:i, j=1 / ™. Konflikt-induzierte
o kJ:O/:l . Klausel: (y,u)
(u,m,h) y
UP:m =0/ Hinzufiigen der Konflikt-
(i, f,m) /i induzierten (“gelernten”)
Klausel zur Instanz vermeidet
wiederholte Suche.
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Konfliktgraph (1) T

y=0 (auf Level 1) impliziert:
f=1, g=1, h=0

O.1) -
y=0@1 101 (u.f.m)

m=1@3 u=1 (auf Level 3) impliziert:
\ m=0, m=1, Widerspruch

u=1@3

,m,h) (%.a)
(,f,m) (X.b.a)
(f.gh) (5ab.e)
v.f)  (ad)
(f.9) (bde)
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Konfliktgraph (1) T

y=0@1 f=1@1 CUt

reason
side

contlict
,,—/‘\ side

¢/ h=0@1

- Jede Konfliktklausel ist durch einen Cut durch den Konfliktgraphen bestimmt
(Knoten-Partitionierung in reason side und conflict side)

- Decision nodes sind auf der reason side.
- Widerspruch ist auf der conflict side.
ergibt sich aus Negation aller Literale, von denen eine
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Konfliktgraph (ll) AT
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01 | @1 QUL
. m=1@3

reason | g conflict
side =103 | — e side
g=1@1 7 =083
cut 2 / / h=0@1
: | cut 3
: - Jede Konfliktklausel
Cut 1: Konflllktklausel {—f, -u, =g} (oder auch mehrero)
Cut 2: Konfliktklausel {y, —u} kann bei einem Konflikt
Cut 3: Konfliktklausel {~f, -u, h} A el sglvEng s
hinzugeflgt werden.
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Welche Konfliktklausel hinzufligen? T

- Decision clause

- enthalt nur decision nodes (cut 2)
- First new cut clause

- enthalt nur sich widerspr. Literale (komplementéres Literalpaar) auf
conflict side (cut 3)

- 1UIP clause

- UIP (uniqgue implication point): Knoten, Uber den alle Pfade von
conflict side zu reason side laufen

- Anmerkung: alle decision nodes sind UIPs

- 1. Ausgehend von first new cut clause, gehe ,,zuriick” im Graph
solange Knoten-Level nicht kleiner wird, bis UIP erreicht.
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CDCL: Conflict-Driven Clause Learning T

boolean CDCL

{
forever {

do {

ok = propagate units(); // returns false iff conflict occurred

if (lok) { // conflicting assignment
generate and add conflict clause();
new level = backtrack();
if (new level < 0) return false;
}

} while(!ok);

if no more open variables return true;

decide(); // select open literal, assign value to it

}
}

21
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Konfliktklausel-basierte Variablenauswahl-Heuristik: VSIDS  KIT
-\/SIDS:

+ Ordne jeder Variablen einen score zu.
- Initial O (oder Anzahl der Vorkommen)

- Wird eine Konfliktklausel C erzeugt, so wird der score eines jeden
Literals aus C um einen Betrag a erhdht.

- Nach n Konflikten werden alle scores durch einen konstanten
Faktor f geteilt (ageing).

- Die Heuristik wahlt immer das Literal mit dem hdchsten score.
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Weitere Techniken im SAT-Solving AT

 Restarts

- Breche Suche nach einer vorgegebenen Anzahl von Schritten k ab und
starte diese neu

* Phase memorization

- Wahle nach Backtracking in decide () gleiche Phase (d.h. gleiches
,Vorzeichen®) wie bei letzter Zuweisung

* Preprocessing

* Vereinfache Formel in einem Vorverarbeitungsschritt
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SAT-Codierung: EinfUhrendes Beispiel

Karlsruhe Institute of Technology

- Problem: Ganzzahl-Faktorisierung

- Gegeben eine ganze Zahl p, gibt es eine Zerlegungp =x -y
mit1 <x,y<p?

* Programm:

void factorize(unsigned int x, unsigned int y) {
unsigned int p = 1023;
if (1(x > 1 & v > 1 && X < p & y < p))
return;
if (p == x * y)
assert(0); // error

}
* Wenn es eine Faktorisierung von p gibt, ist die ,,error“-Zeile erreichbar

« Wie konnen wir das in SAT codieren?
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Modellierung in Hardware IT

* Formel zusammengesetzt aus:
- n-Bit Multiplizierer zur Multiplikation x*y

« Ausgabe wird auf p festgehalten

- Zusatzliche Klauseln zur Einschrankung der Eingabe (1 < %, y < p)

- Bit-Vektoren flr x und y sind Eingabe-Variablen

AsByo ' ABy ' A{Bo ' ‘AOBO '
» » »
AgB, AsB4 ' A4B4 ' AgB '

- Multiplizierer (4 Bit):
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Hardware-Multiplizierer AT

Karlsruhe Institute of Technology

A3Bg AsBy A4Bp AoBo
5 S — 3 /N 5 S — 3 Z—
e \ ' \ '
A5B4 AsB4 A{B4 AgB1
3 P — 5 N — 3 P — 5 N —
s~ v & v & v »°
s’ s g s
/
/
/
/
/
/
/
/
4 \/ \ 4 \
P~ Pe Pg Py Pg Ps P, Po
1-Bit-Multiplizierer mit Carry/Sum-In/Out: y
XOR
Sin A B AT o) " Sout
¢ ¢ ¢ Cin Bj —'—J
AND
Sout = Sin@cin@AiBJ Cin
Cout = SinCin+SinAiBj
+CinAiBj S AND b

¢ Cout

AND
Sout

out
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Tseitin-Codierung

« Regeln zur Tseitin-Codierung (mit Optimierungen von Plaisted-Greenbaum):

T(F)=dp NTHF)
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(TE(F)ANTP(G) NTP(H),

mf(F) A Tp@l(G)a
T

~

—dp VdgV dH),
—dp V —ldg),

dr V —~dg V _ldH),

(
(
(
(
(
(

dr V dg),

—dp V dg) A\ (—ldF V dH),

drp V —dg) N\ (drp V —dg),

if F=GoH and o € {\,V}

if FF=-G
of B ey
fF=GNH
if F=GVH
if FF=-G
if F=GNH
fF=GVH
of = -G
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