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Abstraktes DPLL AT

m Regel-basierte Formulierung von DPLL

m Sauber
m Flexibel
m Einfach

a Zustande:

m Fail
a M| F

m F: aussagenlogische Formel in CNF
m M: Liste von Literalen

m M wird als partielle Zuweisung M : Var(F) ~» {T, L} interpretiert
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Inferenzregeln 1 ﬂ(“.

UnitPropagate
Mk —C
M| F,CvVvI MI| F,CvI fall
I F, — | F. alis {/ undefiniert in M
Decide
M| F = M| F

tall | oder =/ kommt in F vor
[ undefiniert in M
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Inferenzregeln 2 ﬂ(“.

Fail
M= -C
M| F,C = Fail falls ¢ M enthélt kein Literal
der Form /@
Backtrack
MPENE-C

MEN|F,C = M-l|F,C falls{ N enthalt kein Literal
der Form k9
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T

institut f Technologie.

Beispiel

@ || -AV-B,
Ad || -AV B,

Ad—B| -AV B,
Ad-BC| -AV-B,
AY-BCD| -AV-B,
-AD || -AV —B,
~AD-C%| AV -B,
-AD-CYB| -AvV-B,

A=1, B=T, C=_1, D= T ist ein Modell der Formel

BvC,
BvC,
BV C,
BvC,
BvC,
BvC,
BvC,
BvC,
BvC,

-AvV-CVvD, BV-CV-D, AvD
-AvV-CVvD, BV-CV-D, AvD
-AvV-CVvD, BV-CV—-D, AVD
-AV—-CVvD, BV-CV-D, AvD
-AV-CVD, BV-CVv-D, AvD
-AV-CVD, BV-CV-D, AvD
-~Av-CVvD, Bv-CV~-D, AvD
-~Av-CVvD, Bv-CV~-D, AvD
-~Av-CVvD, Bv-CV-D, AvD

— (Decide)
= (UnitProp)
= (UnitProp)
= (UnitProp)
—> (Backtrack)
UnitProp)
Decide)
UnitProp)

P N

=
=
=
=
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Eigenschaften ﬂ(".

Satz
Alle Ableitungen @ || F = Sy == ... sind endlich

Satz

Sei | F = S = —> S eine maximale Ableitung
m Fistunerfillbar gdw. S = Fail

m Falls S die Form M || F hat dann ist M ein Modell von F
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Das n-Damen Problem

Karlsruher Institut fur Technologie

N W R 0 N @
N oW ko B N

-

Platziere n Damen so auf einem n x n-Schachbrett dass keine Dame
eine andere Dame schlagen kann
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Losung mittels Logik

m Fuhre eine 0/1-Variable pro Feld ein

Xi1 0 Xin
Xn1 o 0 XN
m Genau eine Dame pro Zeile/Spalte:
N N N N
ZX1J‘: 1 /\”‘/\ZXNJ: 1 /\me =1 /\.../\ZX,"N:1
j=1 j=1 i=1 i=1

m Hdchstens eine Dame pro Diagonale:

Xig+Xoo+ ...+ Xyn <1
X1,2+X2,3+~-+XN—1,N <1
X1’3 +X2'4+...+XN,2'N <1
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SAT? AT

Logik benutzt Schreibweisen aus der Arithmetik
Diese miissen nach SAT kodiert werden
YN 4 X1 j = 1 kann kodiert werden als

(X1'1 \/...\/X1’N) /\ﬁ(X1'1 /\X1’2) /\ﬁ(X1'1 /\X1,3) /\.../\ﬁ(X1’N,1 /\X1'N)

YN, Xi; < 1 kann kodiert werden als

(X110 AXo2) A( Xy 0 AXaa) Ao A (Xt n—1 A Xnn)

Beobachtung: Aussagenlogik ist wie Maschinensprache
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SMT! IT

Wunsch: Logik, die Arithmetik beherrscht

n-Damen Problem bendtigt dann (fast) keine weitere Kodierung
m X;;=0VX;;=1flralle X;;

Wunsch: Unterstiitzung weiterer eingebaute Datentypen

Lésung: Benutze SMT (satisfiability modulo theories)!

Beobachtung: SMT ist wie Haskell/OCaml/Scala/. ..

6. Mai 2013 S. Falke - SMT und DPLL(T) T



Theorien 1

Definition
Eine Theorie T besteht aus

m einer Signatur ¥ bestehend aus Konstanten-, Funktions-, und
Pradikatensymbolen

m einer Menge Ax von Axiomen (Sé&tze der Pradikatenlogik)

m Die Symbole in X haben keine festgelegte Bedeutung
m Die Bedeutung wird erst durch Ax fest gelegt
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Theorie der Uninterpretierten Funktionen AT

Beispiel
ma X={=abec....f,gh. ...}
a Axiome Ax:

1.Vx. x=x (Reflexivitat)
2.V, y. x=y—>y=x (Symmetrie)
3.V, ¥,z X=yANy=z2—=>x=2 (Transitivitat)

4. fur jedes n-stellige Funktionssymbol f € X:
Xy, ..., Xn, Yiveees Yoo Ny Xi=yi — f(xq,..., Xn) =f(y1,..., ¥n)
(Kongruenz)

a (Kongruenz) ist ein Axiomschema das unendliche viele Axiome

reprasentiert
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Arithmetische Theorien 1

Beispiel (Peano Arithmetik)
m X={=0,1+, %}
m Axiome Ax:
1. Axiome der Theorie der Uninterpretierten Funktionen

2.¥x. ~(x+1=0) (Nul)
3.V, y. x+1=y+1=>x=y (Nachfolger)
4. F[O] A (Vx. F[x] = F[x+1]) — Vx. F[x] (Induktion)
5.Vx. x+0=x (Plus Null)
6.VX,y. x+(y+1)=(x+y)+1 (Plus Nachfolger)
7.¥x. xx0=0 (Multiplikation Null)
8.Vx,y. xx(y+1)=(x*xy)+x (Multiplikation Nachfolger)

a (Induktion) ist ein Axiomschema
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Arithmetische Theorien 2

Beispiel (Presburger Arithmetik)
mX={=01+} keine Multiplikation!
m Axiome Ax:

1. Axiome der Theorie der Uninterpretierten Funktionen

2.Vx. ~(x+1=0) (Null)
3VX, Yy x+1=y+1—-x=y (Nachfolger)
4. F[O] A (Vx. F[x] = F[x +1]) — Vx. F[x] (Induktion)
5 Vx.x4+0=x (Plus Null)
6.VX,y. x+(y+1)=(x+y)+1 (Plus Nachfolger)

a (Induktion) ist ein Axiomschema

Beispiel (Lineare Arithmetik ganzer Zahlen)
ar={=>+—,...,-2,-1,012,...} keine Multiplikation!
m Axiome Ax: ...
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Theorie der Arrays

Beispiel
m X = {=,read, write}
m Axiome Ax:

1.

No oA wN

VX. X =X

VX, y x=y—=y=x

VX, Y, ZX=yYANy=z2—=x=2

.Va,i,j. i=j— read(a i) =read(a,j)

Ya,v, i j. i =j— read(write(a,i,v),j) = v
.Va,v,i j. i #j— read(write(a, i, v),j) = read(a, j)
.Va,b.a= b« (Vi.read(a, i) =read(b,i))

(Reflexivitat)
(Symmetrie)
(Transitivitat)
(Array Kongruenz)
(read-Uber-write 1)
(read-Uber-write 2)
(Extensionalitat)
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Theorien 2 AT

Definition
Eine X-Formel F ist T-erflllbar gdw. AxU {F} erfullbar ist

Definition
Eine X-Formel F ist T-giltig gdw. Ax|= F
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Theorien 3 ﬂ(".

Definition
Eine Theorie T ist entscheidbar gdw. T-Erflllbarkeit fir jede X-Formel
entschieden werden kann

Definition
Ein Fragment einer Theorie T ist eine syntaktisch eingeschrénkte Teil-
menge aller X-Formeln

m Beispiel: Quantoren-freies Fragment (QFF)

Definition
Eine Fragment einer Theorie T ist entscheidbar gdw. T-Erflllbarkeit
fir jede Z-Formel des Fragments entschieden werden kann
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Entscheidbarkeit ﬂ(".

Theorie Entscheidbar? QFF entscheidbar?

Uninterpretierte Funktionen — v
Peano Arithmetik — —
Presburger Arithmetik i v
Lineare Arithmetik ganzer Zahlen V4 Vi
Arrays — Vi
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DPLL(T): Idee AT

a Im folgenden: nur quantoren-freie X-Formeln

a Benutze DPLL um Konjunktionen von T-Literalen zu erzeugen
m diese T-Literale erfullen das Boolesche Skelett der Formel

m Prife ob die Konjunktion konsistent in T ist

m Falls ja, extrahiere ein T-Modell
m Falls nein, schlieBe diesen “Kandidaten” aus
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Karlsruher Institut fur Technologie

Beispiel
Lineare Arithmetik ganzer Zahlen:

Yy>1A(Xx<0Vy<1)A(x>0Vy<D0)

Boolesches Skelett:
AAN(BVC)AN(DVE)

Modell fiir das Boolesche Skelett:
A C E

Entsprechende T-Literale:

yz1y<1,y<o0

Inkonsistente Konjunktion von T-Literalen:

y>1Ay<1Ay<o

SchlieBe diesen “Kandidaten” aus:
Sy =) vy <1)
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Karlsruher Institut fur Technologie

Beispiel
Lineare Arithmetik ganzer Zahlen:

Yy>2IAX<OVYy <) A(X>0Vy<O0)A[~(y>

Boolesches Skelett:
AAN(BVC)AN(DVE)A(-AV~0)

Modell fiir das Boolesche Skelett:
A -C, B, D

Entsprechende T-Literale:

y>1,-(y<1), x<0, x>0

Inkonsistente Konjunktion von T-Literalen:
y>1A=(y<1)Ax<0AXx>0

SchlieBe diesen “Kandidaten” aus:
—(x < 0)V-(x>0)

vy <1)]
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Karlsruher Institut fur Technologie

Beispiel
Lineare Arithmetik ganzer Zahlen:

YyZIAX<OVY <A =0Vy<O)A[=(y = 1) Va(y <] A [H(x<0)V=(x>0)]

Boolesches Skelett:
AN(BVC)AN(DVE)A(-AV—C) A (-BV D)

Modell fiir das Boolesche Skelett:
A -C, B, D, E

Entsprechende T-Literale:

y>1, -(y<1), x<0, 7(x>0), y<O0

Inkonsistente Konjunktion von T-Literalen:
Yy>1A=(y <1)Ax<0A=(x>0)Ay <0

SchlieBe diesen “Kandidaten” aus:
~(y=1)v-(y<0)
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Karlsruher Institut fur Technologie

Beispiel
Lineare Arithmetik ganzer Zahlen:
YEAA(X<OVY <) A(Xx>0Vy<0)A[(y>1)Va(y < DIA[(X<0) V(x> 0)] A [~y > 1)V (y <0)]

Boolesches Skelett:
AN(BVC)A(DVE)A(=AV ~C)A(=BV =D) A (-AV —E)

Boolesches Skelett hat kein Modell

— Urspriingliche Formel hat kein T-Modell
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Abstraktes DPLL(T) AT

m Erweiterung von abstraktem DPLL
Parametrisiert durch eine Theorie T

m Bendtigt einen T-Solver der die Konsistenz einer Konjunktion von
T-Literalen entscheiden kann
® Zustande:

m Fail

a M| F
m F: Quantorenfreie X-Formal in CNF
m M: Liste von T-Literalen

m Konsistenz von M wird durch T-Solver Uberprift
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Inferenzregeln 1 (aus DPLL) ﬂ("'

UnitPropagate

MIF.cvi =7 MIF.CvI falls {%E;iﬁiert in M
Decide

MIF e WRE e e e £
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Inferenzregeln 2 (aus DPLL) ﬂ("'

Fail
M= -C
M| F,C =71 Fail falls ¢ M enthélt kein Literal
der Form /@
Backtrack
MPENE-C

MEN|F,C =7 M=I|F,C fals{ N enthiltkein Literal
der Form k4
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Inferenzregeln 3 (neu!)

Theorylnconsistent
M| F =7

TheoryPropagate

M|F =1 MI|F
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DI F.—-hV.

V-l falls {{’1 """ b < M

MErl

| oder =/ kommt
in F vor

| undefiniert in M

falls



Eigenschaften ﬂ(".

Satz

Alle Ableitungen @ || F =71 Sy =71 ... sindendlich

Satz

Sei | F =71 S =71 ... =71 S eine maximale Ableitung

m Fistunerfillbar gdw. S = Fail

m Falls S die Form M || F hat dann hat M ein T-Modell und jedes
T-Modell von M ist auch ein T-Modell von F
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Ausblick AT
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a T-Solver fir:

a Uninterpretierte Funktionen

a Lineare Arithmetik ganzer Zahlen
m Bitvektoren

m Arrays

m Kombination von T-Solvern
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