Entscheidungsverfahren fur die
Software-Verifikation

4 - BDDs




Datenstruktur BDD

» 1986 von R. Bryant vorgeschlagen

» zur Darstellung von aussagenlogischen Formeln (genauer:
Booleschen Funktionen)

Boolesche Fkt.: f: B"—=B (fur neN)

» f wird reprasentiert als gerichteter azyklischer Graph
(DAG)
,Baum mit Sharing"

: Boolesche Konstanten 0/1;
: markiert mit Variablen, genau zwei Nachfolger
(uber 0-/1-Kante)
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BDD: Semantik

» Terminalknoten stellen
konstante Funktion O bzw. |
dar

» Innere Knoten interpretiert
als:

f =ifxthen f else f,
=71 ))
=@ = f)A(=x = fo)

[f, und f, wiederum BDD-Knoten]
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Konstante 1

Innerer Knoten mit

* Entscheidungsvariable x
- f, an 0-Kante und
« f; an 1-Kante
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BDD: Beispiel

0

0 h:z

0

BDD-Darstellung
von x v (YyA=2)

f =

if xthen | else g

= if x then | else (if y then h else 0)

if x then | else

(if y then (if z then 0 else |) else 0)

if x then | else (if y then

else 0)

if x then | else (y=-z)A(ny=0)

if x then | else (y=-z)Ay
if x then | else 7zAy

(x= D)A(7x="zAY)

= xV(7zAy)
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Reduced Ordered

3DDs (RO:

I, Totale Ordnung aufVariablen: >

3DDs)

:Variable des Elternknotens muss kleiner sein als
Variable beider Kindknoten

Auf jedem Pfad kommt jede Variable hochstens einmal vor

2.  Reduktionen:

Isomorphe Teilbaume durfen nicht mehrfach vorkommen,
mehrere Vorkommen werden auf eines reduziert.

Knoten f mit f,=f, werden geloscht und Kanten, die auf f

zeigen auf f, (bzw.f,)

umgebogen.
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ROBDDs: Beispiel Reduktionen

Reduktion a) [gleiche Teilbaume nur 1x]
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ROBDDs: Wichtige Eigenschaiten

» ROBDD b zu gegebener Booleschen Funktion f
d.h.:

b ist eindeutiger Reprasentant aller zu f aquivalenten Formeln.

: Unerfullbare (allgemeingultige) Formeln werden
durch 0-Knoten (1-Knoten) reprasentiert.

» Grof3e des ROBDDs kann stark von der gewahlten
Variablenordnung > abhangen.
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Abhangigkeit von Variablenordnung
Bsp. t = a,;*b,+a,*b,+a;*b,
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a,<b;<a,<b,<az<Db,
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Generierung von (RO)BDDs

. ,,Top-Down*-Ansatz

Zerlegung der Eingabeformel f unter gleichzeitiger
Generierung des BDDs, d.h.

Selektion der kleinsten in f vorkommenden Variablen
Berechnung von f, und f,

Rekursive BDD-Transformation von f;, und f,
2. ,,Bottom-Up“-Ansatz

BDDs fur atomare Formeln (Variablen/0/1)

Operationen zur Generierung komplexer BDDs aus
einfacheren (z.B. BDD-Disjunktion, BDD-Konjunktion)

9 18.11.2009



Top-Down-Ansatz: Grundlagen

» Definition:
Sei F eine aussagenlogische Formel, x eine Variable und be
{0,1}. Die Restriktion F|, _, ist dann rekursiv wie folgt definiert:

10

|y sonst

1 fallsx=yundb =1
=10 fallsx=yund b =0

(—-G)
(GVH)
(GANH)

x=b =_I(Gx=b)
x=b - x=b VHx=b
x=b - x=b AHx=b
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Top-Down-Ansatz

» Shannon-Expansion:

J=Gaf[_DVvExaf]_ )

=(x=fl_)rCx=f]_))
fo und f, werden Kofaktoren von f (bezuglich x) genannt.

Benannt nach Claude Shannon (1916-2001)

» Top-Down-Ansatz berechnet BDDs mittels rekursiver
Shannon-Expansion
d.h.f,=f

x=1|?

fo=f -, fur einen BDD-Knoten mit Variable x
Nachtragliche Reduktion erforderlich.
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Top-Down-Ansatz:
Nachtragliche Reduktion

flyco = (OVY)A(OVYVZ)ATZ = yA(TyVZ) A"
flyr = (1VY)A(TVYVZ)AZ = 2

1
1
1
\
1
1
1
1
1
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Bottom-Up-Ansatz

» BDDs fur atomare Formeln plus Konstruktoren fur

komplexe Formeln
Boolesche Konstanten:

Variablen:
o] [1]

Komplexe Formeln:

Mittels BDD-Algorithmen -

apply-Algorithmus zur Berechnung
von F®G fur Boolesche Verknupfung

®l

13 18.11.2009



BDD-Algorithmus: ,BDD-and“

Algorithm 1: BDD-and(a, b)

: if a = 0 or b = 0 then return

if @ = 1 then return b else if b = 1 then return a

(z, ap, a1 ) = decompose(a); (y, bo, b1 ) = decompose(b)

if z > y then return new-node(y, BDD-and(a, bg), BDD-and(a, by))
if z = y then return new-node(x, BDD-and(ag, bp), BDD-and(a, b1))
6: if < y then return new-node(xz, BDD-and(ag, b), BDD-and(a, b))

2 l\)'—‘

& T =N

> (%,fof) = (f) zerlegt Knoten in Variable und Kofaktoren.

> (x,f5f|) legt neuen BDD-Knoten mit Variable x und Kofaktoren
fo und f, an, sofern dieser noch nicht existiert. Ansonsten wird der
bereits vorhandene Knoten verwendet.
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Automatische Reduktion mittels
new-node

» new-node(x,f,f,) implementiert auch Reduktion:
Falls f,=f,, so wird f,zuruckgegeben.

Falls ein Knoten (x,f,f,) bereits angelegt wurde, so wird dieser
zuruckgegeben (implementiert mittels Hash-Tabelle)
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Abstraktion

» Zwei Arten von Abstraktion
V' xF (universelle Quantifikation)
3 xF (existentielle Quantifikation)
» Definiert durch:
vV xF Flezo A Fle=)
3 xF Flezo V' Fle=)
Berechnung mittels apply-Algorithmus

» Verwendung im Model Checking zur Berechnung von
Fixpunkten
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BDDs als Beweissystem fur Formeln in CNF

» Gegeben:F=C, A ... A C_ unerfiillbar
» Gesucht: Beweis fur die Unerfullbarkeit von F

» Beweisregeln eines BDD-Kalkdls:

Axiom-Regel (fur alle Klauseln CEF)

BDD(C)
Projektions-Regel (fur beliebige Variable x)
dxB
Bl Bz
Join-Regel (Konjunktion
B A B, gel (Konj )
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Bottom-Up-Ansatz: Implementierung

» Hash-Tabelle zur Speicherung von nodes:

- 8 X 0 6

» Weitere Hash-Tabelle zum Zwischenspeichern von Ergebnissen der
BDD-Konstruktions-Algorithmen
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Hashing (I)

» Verallgemeinerung der ,,array“-Datenstruktur
: direkte Adressierung der Elemente anhand von Index.

: Berechnung des Indexes, an dem ein Element
abgelegt wurde durch

» Erlaubt Suchen, Einfugen und Loschen von Elementen in

o(1).
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Daten-Speicherung in Array

key  satellite data
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Daten-Speicherung in Hash-Tabelle

| k)
| hlky)

h(k,) = h(ks)

h(ks)

m—1

Figure 11.2 Using a hash function / to map keys to hash-table slots. Keys k» and k5 map to the
same slot, so they collide.

[Quelle: Corman/Leiserson/Rivest: Introduction to Algorithms]
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Hash-Tabelle
Kollisions-Auflosung mittels Chaining

Y
e
i

Figure 11.3 Collision resolution by chaining. Each hash-table slot T'[j] contains a linked list of all
the keys whose hash value is j. For example, (k) = h(kq) and h(ks) = h(ky) = h(k7).

[Quelle: Corman/Leiserson/Rivest: Introduction to Algorithms]
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Hash-Funktionen

» Berechnen Indizes in Hash-Tabelle

» Gewunschte Eigenschaften:

moglichst gute Verteilung auf alle Indizes

» Problem:

zu speichernde Elemente im Voraus nicht bekannt
» Typische Hash-Funktionen:

h(k) =k mod m  (Divisions-Methode)

h(k) = Lm (kAmod 1) | mit A€[0,l]
(Multiplikations-Methode)
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Hash-Tabellen: Kollisions-Auflosung

I. Chaining

2.  Open Addressing
linear probing: h(k,i) = (h"(k) + i) mod m
quadratic probing:
h(k,i) = (h’(k) + ci+ di?) mod m
double hashing:
h(k,i) = (h (k) + i hy(k)) mod m
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BDD-Varianten (I)
» FDDs: [Kebschull, Schubert, Rosenstiel; 1992]

Functional Decision Diagrams
(Positive) Davio-Expansion anstelle der Shannon-Expansion
f =fx=0 EI_D')C/\(f“x=0 ®fx=1)

Reduktion b) ersetzt durch Reduktion c): Falls f,=0, so ersetze f durch f,.

» ZDDs: [Minato, 1992]

Zero-Suppressed Decision Diagrams

Zur Darstellung von Teilmengen einer endlichen Menge M

Unterschied BDD: fehlende Variablen auf Pfad werden als O interpretiert,
nicht als don‘t care.
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BDD-Varianten (II)

» MTBDDs:
Multi-Terminal BDDs

Einsatz z.B. in der Darstellung von
Fahrzeugstucklisten

ADDs:

Arithmetic Decision Diagrams
Ganze Zahlen in Terminalknoten
,Gewichtete Terme*
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BDD-Pakete im Internet

» CUDD [http://visi.colorado.edu/~fabio/CUDD]
» CU (University of Colorado) DD package
» BDDs, ZDDs,ADDs
» Dynamische Variablen-Umordnung
» C/C++

> Buddy [http://buddy.sourceforge.net/]

» Universitat Kopenhagen
» C++, Dynamische Variablen-Umordnung
» Graphische Ausgabe von BDDs
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